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Le mouvement brownien, \div ers et ondoyant"
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Abstract. Certes c'est un sujet merveil leusement vain, divers et ondoyant, que l'homme : il est malais�e
d'y former jugement constant et uniforme . Michel de Mont aigne , Les Essais, Livre I, chapitre 1.

Pour distinguer les choses les plus simples de celles qui sont compliqu�ees et pour les chercher avec
ordre, il faut, dans chaque s�erie de choses o�u nous avons d�eduit dir ectement quelquesv�erit �es d'autr es
v�erit �es, voir quelle est la chose la plus simple, et comment toutes les autr es en sont plus, ou moins,
ou �egalement �eloign�ees. Ren �e Descar tes , R�egles pour la direction de l'esprit, R�egle VI.

Car, supposons, par exemple que quelqu'un fasse quantit �e de points sur le papier �a tout hasard,
comme font ceux qui exercent l'art ridicule de la g�eomance. Je dis qu'il est possible de tr ouver une
ligne g�eom�etrique dont la notion soit constante et uniforme suivant une certaine r�egle, en sorte que
cette ligne passe par tous ces points, et dans le même ordre que la main les avaient marqu�es. G. W.
Leibniz , Discours de m�etaphysique.

Mens agitat molem. Vir gile , AEneid. lib. VI.

Un coup de d�es jamais n'abolir a le hasard. St �ephane Mallarm �e, Cosmopolis, 1897.

L'antimo dernisme, c'est la libert �e des modernes. Antoine Compagnon , �a prop os du livre \Les
antimo dernes : de Joseph de Maistre �a Roland Barthes", Biblioth �eque des Id�ees,Gallimard, mars 2005.

Nous d�ecrivons ici bri �evement l'histoire du mouvement brownien, ainsi que les contributions
d'Einstein, Smoluchowski et Langevin �a sa th �eorie. L'imp ortance toujours actuelle de la th �eorie du
mouvement brownien en physique est illustr �ee par des exp�eriences r�ecentes en biophysique, o�u celui-ci
sert par exemple �a la mesure de la force de traction sur une mol�ecule unique d'ADN.

Dans une secondepartie, nous soulignons l'imp ortance math �ematique de la th �eorie du mouvement
brownien, illustr �ee par deux exemples choisis. La repr�esentation d�esormais classique de la th �eorie
du potentiel newtonien par le mouvement brownien est expliqu �ee d'une mani �ere �el�ementaire. Nous
concluons par la description des progr �es r�ecents survenus en g�eom�etrie de la courbe brownienne plane,
et des concepts d'in variance conforme et de multifractalit �e associ�es, en relation avec la th �eorie du
potentiel de la courbe brownienne elle-même.

1 Br �eve histoire du mouvement brownien

De nombreux grands ouvragesclassiquesdonnent un aper�cu historique du mouvement brownien.
Parmi ceux-ci, citons ceux de Brush,1 Nelson,2 Nye,3 Pais4, Stachel5 et Wax.6 Il existe aussidivers
essais,dont certains apparus r�ecemment �a l'occasiondu centenaire desarticles d'Einstein de 1905,

1S. G. Brush, The Kind of Motion We Cal l Heat, Book 2, p. 688, North Holland (1976).
2E. Nelson, Dynamic al Theories of Br ownian Motion , Princeton Univ ersity Press (1967), second �ed., août 2001,

http://www.math.princeton.edu/ � nelson/b ooks.html/.
3Mary Jo Nye, Molecular Reality: A Perspective on the Scienti�c Work of Jean Perrin , New-York: American

Elsevier (1972).
4Abraham Pais, \Subtle is the Lord...", The Science and Life of Albert Einstein , Oxford Univ ersity Press (1982).
5John Stachel, Einstein 's Mir aculous Year (Princeton Univ ersity Press, Princeton, New Jersey, 1998); Einstein

from `B' to `Z' , Birkh•auser, Boston, Basel, Berlin (2002).
6N. Wax, Selected Parers on Noise and Stochastic Processes, New-York, Dover (1954). Il contien t des articles de

Chandrasekhar, Uhlenbeck et Ornstein, Wang et Uhlenbeck, Rice, Kac, Doob.
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Figure 1: Aspect du mouvementbrownien d�ecrit par le centre de gravit�e d'une particule de pollen
en suspension.

en math�ematiques,7 physique8 ou biologie.9

1.1 Robert Brown et sespr�ecurseurs

Dans un article publi�e en 1828 dans l' Edinburgh Journal of Science, et republi�e de multiples fois
ailleurs,10 intitul �e \A Brief Account of Microscopical ObservationsMade in the Months of June,
July and August, 1827, on the Particles Contained in the Pollen of Plants; and on the General
Existence of Active Molecules in Organic and Inorganic Bodies", le botaniste Robert Brown rap-
porta le mouvement al�eatoire de di� �erentes particules su�sammen t �nes pour être en suspension
dans l'eau. Il s'agit d'un mouvement extr êmement erratique, apparemment sans�n (voir la �gure
1)11.

Brown ne fut pasle premier, en fait, �a observer le mouvement brownien. Il semble que le mou-
vement universelet irr �egulier de petits grains en suspensiondansun uide ait �et�e vu tr �est ôt apr�es
l'apparition du microscope.12 Il su�t en e�et de regarderdansun microscope pour y voir danserde
petits objets. Celacommen�ca avecAnthony van Leeuwenhoek (1632-1723),fameuxconstructeur de
microscopesde Delft, qui fut aussid�esign�e en 1676commeadministrateur de la successiondu non
moins c�el�ebre peintre JohannesVermeer,dont on pensequ'il fut l'ami. 13 Leeuwenhoek construisit

7J. P. Kahane, Le mouvement brownien : un essai sur les origines de la th �eorie math �ematique, dans Mat �eriaux
pour l'histoir e des math�ematiques au XX �eme si�ecle, Actes du col loque �a la m�emoire de Jean Dieudonn �e (Nic e,
1996), volume 3 des S�eminair es et congr�es, pp. 123-155, Soci�et�e math �ematique de France (1998).

8M. D. Haw, J. Phys. C 14, 7769 (2002) ; B. Derrida et �E. Brunet dans Einstein aujour d'hui , �edit �e par M. Leduc
et M. Le Bellac, Savoirs actuels, EDP Sciences/CNRS �Editions (2005).

9E. Frey et K. Krey , arXiv: cond-math/0502602.
10 R. Brown, Edinbur gh New Phil. J. 5, 358 (1828) ; Ann. Sci. Natur elles, (Paris) 14, 341 (1828) ; Phil. Mag. 4,

161 (1828) ; Ann. d. Phys. u. Chem. 14, 294 (1828).
11 On peut consulter des enregistrements de mouvements browniens r�eels sur le site web :

www.lpthe.jussieu.fr/p oincare/.
12 S. Gray, Phil. Trans. 19, 280 (1696).
13 Bien qu'aucun document n'atteste de rappro chement entre Vermeer et Van Leeuwenhoek de leur vivant, il semble

imp ossible qu'ils ne sesoient pas connus. Les deux hommes sont n�es �a Delft la même ann�ee, leurs familles respectives
faisaient le commerce de textiles et ils �etaient tous deux fascin�es par la science et l'optique. Une hypoth�ese com-
mun�ement admise et vraisemblable est que An thony van Leeuwenhoek fut en fait le mod�ele de Vermeer, et peut-être
la source d'information scienti�que de l'artiste, pour sesdeux c�el�ebres portraits de scienti�ques, L'astr onome, 1668,
(Mus �eedu Louvre, Paris), et Le g�eographe, 1668-69, (St•adelsches Kunstinstitut am Main, Francfort). (Voir Johannes
Vermeer, B. Bro os et al., National Gallery of Art, Washington, Mauritsh uis, La Haye, Waanders Publishers, Zwolle
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plus decinq cents \microscopes"simples,aveclesquelsil alla jusqu'�a observer desbact�eriesvivantes.

On rencontre ensuiteBu�on et Spallanzani, lesdeux protagonistesdu d�ebat sur la g�en�eration
spontan�eeau dix-huiti �emesi�ecle,et en�n Bywater, cit �e par Brown dans son secondarticle, et qui
publia en 1819la conclusionque \non seulement les tissusorganiques,mais aussilessubstancesin-
organiques,consistent en particules anim�eesou irritables", sujettes au mouvement brownien donc.
En fait, des observations similaires �a cellesde Brown furent rapport �eesen France, en 1827, par
Adolphe Brongniart, 14 un an avant la publication par Brown.

Robert Brown (1773-1858)�etait l'un desplus grandsbotanistesde l'Angleterre de son�epoque.
Il est connu pour la d�ecouverte du noyau desplantes,et pour la classi�cation denombreusesplantes
exotiques ramen�eesd'un voyage en Australie en 1801-1805.Sa premi�ere publication sur le mou-
vement erratique des pollens suscita beaucoupd'attention, mais l'utilisation des termes ambigus
\active molecules" par Brown lui amenadescritiques fond�eessur une certaine m�ecompr�ehension.
En e�et, sousl'inuence de Bu�on, l'expressionsimilaire \mol �eculesorganiques" repr�esentait des
entit �eshypoth�etiques,desbriques �el�ementaires �a partir desquellestout être vivant devait être con-
stitu �e. Ce genre de th�eorie impr�egnait encorecertains esprits au d�ebut du 19�eme si�ecle, si bien
que l'on crut que l'opinion de Brown �etait que les particules elles-m̂emes�etaient anim�ees.Faraday
lui-même dut le d�efendre lors d'une le�con du vendredi soir qu'il donna �a la Royal Society le 21
f�evrier 1829sur le mouvement brownien !15

Le m�erite de R. Brown fut au contraire de s'�emanciper de cette conception et de faire une
�etude syst�ematique du mouvement qui porte son nom, avec desparticules de pollen, de poussi�ere
et de suie,de rochespulv�eris�ees,et mêmed'un fragment du Sphynx, con�rman t ainsi l' �elimination
de l'hypoth�esevitaliste, o�u le mouvement aurait �et�e r�eserv�e aux particules organiques.Quant �a
la nature du mouvement brownien, s'il ne put l'expliquer, il en �elimina les explications faciles,
comme celles li �eesaux courants de convection ou d'�evaporation, en montrant que le mouvement
brownien d'une simple particule restait tout aussi infatigable dans une goutte d'eau isol�ee dans
de l'huile ! Il �eliminait aussi par la même occasion l'hypoth�ese de mouvements cr�e�es par des
interactions entre particules browniennes,hypoth�esequi allait pourtant être reprise plus tard. La
repr�esentation th�eorique que s'en �t peut-être Brown, mais qu'il �evita toujours soigneusement
de pr�esenter comme la conclusion de ses�etudes, aurait �et�e que les particules de mati�ere �etaient
anim�eesd'un mouvement rapide et irr �egulier ayant sa sourcedans les particules elles-m̂emes,et
non dans le uide environnant. Avant de quitter Robert Brown, on ne peut s'emp̂echer de citer la
rem�emoration par Charles Darwin desann�ees1830:

\ I saw a good deal of Robert Brown, \facile Princ eps Botanic orum," as he was called by Humboldt. He seemed

to me to be chiey remarkable by the minuteness of his observations and their perfect accuracy. His knowledge was

extraordinary great, and much died with him, owing to his excessive fear to make a mistak e. He poured out his

knowledge to me in the most unreserved manner, yet was stangely jealous on some points. I called on him two or

three times before the voyage on the Beagle [1831], and on one occasion he asked me to look through a microscope

and describe what I saw. This I did, and believe now that it was the marv elous currents of protoplasm in some

vegetable cell. I then asked him what I had seen; but he answered me, \That is my little secret." 16

1.2 La p�eriode d'avant Einstein

Entre 1831et 1857,il semble quel'on ne trouveplus der�ef�erenceaux observations de Brown, mais �a
partir desann�ees1860,son travail commen�ca �a susciter un grand int�er̂et. Celui-ci s'�etendit bient ôt
aux cercleslitt �eraires, si l'on en juge par un passagede \Midd lemarch" de GeorgeEliot, publi�e
en 1872, et o�u le chirurgien Lydgate proposeau R�ev. M. Farebrother, en �echange de specimens
marins, \la derni�eretrouvaille de Robert Brown, Microscopic Observationson the Pollen of Plants,
si vous ne l'avez pas d�ej�a."

(1995).)
14 A. Brongniart, Ann. Sci. Natur elles (Paris) 12, 41 (1827).
15 S. G. Brush, The Kind of Motion We Cal l Heat, Book 2, p. 688, North Holland (1976).
16 Charles Darwin: His Life told in an autobiographical Chapter, and in a selected series of his published letters ,

�ed. par son �ls, Francis Darwin, Londres (1892) ; New York: Schuman (1950), p. 46.
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1.2.1 Le mouvement brownien et la th�eorie cin�etique desgaz

Il devint clair �a partir desexp�eriencesfaites dans divers laboratoires que le mouvement brownien
augmente lorsque la taille des particules en suspension d�ecrô�t (on ne l'observait essentiellement
plus pour des rayons sup�erieurs �a un micron), lorsque la viscosit�e du uide d�ecrô�t, ou lorsque
la temp�erature augmente. Dans cesann�eessoixante du dix-neuvi�emesi�ecle, l'id �ee�emergeaque la
causedu mouvement brownien �etait �a chercher dans les mouvements internes du uide, et plus
pr�ecis�ement que le mouvement en zig-zagdesparticules en suspension�etait dû aux collisions avec
les mol�eculesde celui-ci.

Le premier nom qu'il convient deciter �a cet �egardest probablement celui deChristian Wiener,
titulaire de la chaire de g�eom�etrie descriptive �a Karlsruhe, qui, en conclusionde sesobservations,
r�ea�rma en 1863 que le mouvement ne pouvait être dû �a des interactions entre particules, ni �a
desdi� �erencesde temp�eratures, ni �a de l' �evaporation ou �a descourants de convection, qu'il fallait
en chercher la causedans le liquide lui-même.17 Cependant, sa th�eoriedesmouvements atomiques
pr�edatait celle de Clausius et Maxwell, impliquant les mouvements desmol�eculesmais aussi ceux
d'\atomes d'�ether". Le mouvement brownien aurait alors �et�e reli�e aux vibrations de l' �ether, �a une
longueur d'onde correspondant �a celle de la lumi�ere rouge et �a la taille du plus petit groupe de
mol�eculesse mouvant ensemble dans le liquide. Une telle explication fut critiqu �ee par R. Mead
Bache, qui montra que le mouvement �etait insensible �a la couleur de la lumi�ere, que celle-ci fût
violette ou rouge.18 Chr. Wiener estn�eanmoinscr�edit�epar certainsauteurs commeayant le premier
d�ecouvert que les mouvements mol�eculairespouvaient donner l'explication du ph�enom�ene.19

Au moins trois autres personnespropos�erent cette id�ee: Giovanni Cantoni de Pavie, et deux
J�esuitesbelges,JosephDelsaulx et IgnaceCarbonelle, dans desnotes publi�eesentre 1877et 1880.

\Les mouvements browniens... seraient, dans ma mani �ere de consid�erer le ph�enom�ene, le r�esultat des mou-

vements mol�eculaires calori�ques du liquide ambiant" , �ecrivait ainsi Delsaulx dans l' Origine thermody-
namique desmouvementsbrowniens.

Ce point de vue, parall�ele �a celui de la th�eorie cin�etique des gaz, rencontra de fortes oppo-
sitions. Un cytologiste tel le SuisseKarl von N•ageli, familier de la th�eorie cin�etique des gaz et
desordres de grandeurs impliqu�es,ou un chimiste tel le britannique William Ramsey(futur Prix
Nobel de Chimie), remarqu�erent que les particules en suspensionposs�edaient une masseplusieurs
centainesde millions de fois plus grandequecelledesmol�eculesdu uide. Chaquecollision al�eatoire
avec une mol�eculedu uide environnant produisait donc un e�et bien insu�san t pour d�eplacer la
particule en suspension.N•ageli �ecrivait par exemple�a propos du mouvement similaire desmicro-
organismesdans l'air :

\The motion which a sun-mote, and on the whole any particule found in the air, can acquire by the collisions

of an individual gas molecule or a multitude of such molecules is therefore so extraordinarily small, and the number

of simultaneous collisions against the particule from all sides so extraordinarily large, that the particle behaves as

if it were completely at rest."

Il croyait plut ôt que la cause du mouvement r�esidait, non pas dans les mouvements
mol�eculairesthermiques, mais dans desforcesattractiv esou r�epulsives.

Et pourtant, la deuxi�emepartie desaproposition quant �a la fr�equencedescollisions,contenait
le principe de la solution. Car il s'agit d'un e�et statistique collectif, comme le d�ecrit de mani�ere
si perspicaceCarbonelle :

\Dans le cas d'une surface ayant une certaine �etendue, les chocs mol�eculaires du liquide, cause de la pression,

ne produiron t aucun �ebranlement du corps suspendu, parce que leur ensemble sollicite �egalement ce corps dans

toutes les directions. Mais, si la surface est inf �erieure �a l' �etendue capable d'assurer la compensation des irr �egularit �es,

il n'y a plus lieu de consid�erer la pression moyenne, il faut reconnâ�tre des pressions in�egales et contin uellement

variables de place en place, que la loi des grands nombres ne ram�enera plus �a l'uniformit �e, et dont la r�esultante ne

sera plus nulle, mais changera contin uellement d'in tensit �e et de direction. De plus, les in�egalit �es deviendront de plus

en plus apparentes �a mesure qu'on supposera le corps plus petit, et par suite les oscillations deviendront en même

17 Chr. Wiener, Ann. d. Physik 118, 79 (1863).
18 R. Mead Bache, Proc. Am. Phil. Soc. 33, 163 (1894).
19 J. Perrin, Ann. de Chim. et de Phys. 18, 1 (1909).
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temps de plus en plus viv es..."

Un physicien fran�cais, Louis-GeorgesGouy, fit en 1888 les meilleures observations sur le
mouvement brownien, d'o�u il ressortissait les conclusionssuivantes20 :

- Le mouvement est extr êmement irr �egulier, et la tra jectoire semble ne pasavoir de tangente.
- Deux particules browniennes, même proches, ont des mouvements ind�ependants l'un de

l'autre.
- Plus les particules sont petites, plus leur mouvement est vif.
- La nature et la densit�e desparticules n'ont aucuneinuence.
- Le mouvement est plus actif dans les uides les moins visqueux.
- Le mouvement est plus actif �a plus haute temp�erature.
- Le mouvement ne s'arrête jamais.

Gouy semblait cependant encoreadmettre que l'on ne pût expliquer le mouvement brownien
par lesmouvements d�esordonn�esdesmol�ecules,mais par desmouvements partiellement coordonn�es
�a l'in t�erieur du liquide sur une �echelle de l'ordre du micron.

Il acquit pourtant un certain cr�edit comme\d �ecouvreur" de la causedu mouvement brownien,
et commel' �ecrit Jean Perrin �a propos de cesconclusionsexp�erimentales:

\Ainsi appara�̂t une propri �et�e profonde, �eternelle, de ce qu'on nomme un uide en �equilibr e. Cet �equilibre

n'existe que de fa�con moyenne et pour de grandes masses: c'est un �equilibre statistique. En r�ealit �e, tout le uide

s'agite ind�e�nimen t et spontan �ement en des mouvements d'autan t plus violents et rapides qu'ils concernent des

portions plus petites ; la notion statique de l' �equilibre est compl�etement illusoire." 21

1.2.2 Mouvement brownien et princip e de Carnot

L'agitation brownienne se poursuit donc ind�e�niment. Ceci n'est pas en contradiction avec le
principe de conservation de l' �energie,car tout accroissement de vitesse d'un grain, par exemple,
s'accompagned'un refroidissement local du uide ambiant, et l' �equilibre thermique est statistique.

Gouy fut cependant le premier �a noter l'apparente contradiction du mouvement brownien
avecle principe de Carnot. Celui-ci �enonceque l'on ne peut extraire de travail d'une simple source
de chaleur. Or il semble bien quedu travail soit produit, de mani�ereuctuante , par lesmouvements
thermiques desmol�eculesdu uide. Gouy mentionna la possibilit�e th�eorique d'extraire du travail
grâce �a un cliquet reli�e �a une particule brownienne, et conclut que le principe de Carnot cessait
peut-être d' être valide pour des dimensionsde l'ordre du micron, suivant en cela des r�eservesde
Helmholtz quant �a la validit �e de ce principe pour destissus vivants.

Cesinterrogations trouv �erent une oreille attentiv e chez Poincar�e, qui pronon�ca la conf�erence
suivante au Congressof Arts and Sciences�a St Louis en 1904, �a propos de \La Crise actuelle de
la Physique math�ematique"22 :

\Mais voici que la sc�ene change. Le biologiste, arm�e de son microscope, a remarqu�e il y a longtemps dans ses
pr�eparations des mouvements d�esordonn�es de petites particules en suspension ; c'est le mouvement brownien. Il a
cru d'ab ord que c'est un ph�enom�ene vital, mais il a vu bient ôt que les corps inanim �es ne dansaient pas avec moins
d'ardeur que les autres ; il a alors pass�e la main aux physiciens. Malheureusement, les physiciens se sont longtemps
d�esint �eress�esde cette question ; on concentre de la lumi �ere pour �eclairer la pr�eparation microscopique, pensaient-ils ;
la lumi �ere ne va pas sans chaleur, de l�a des in�egalit �es de temp�erature, et dans le liquide des courants int �erieurs qui
produisent les mouvements dont on nous parle.

M. Gouy eut l'id �ee d'y regarder de plus pr�es et il vit, ou crut voir que cette explication est insoutenable, que

les mouvements deviennent d'autan t plus vifs que les particules sont plus petites, mais qu'ils ne sont pas inuenc �es

par le mode d' �eclairage. Si alors cesmouvements ne cessent pas, ou plut ôt renaissent sans cesse,sans rien emprunter

�a une source ext�erieure d' �energie, que devons-nous croire ? Nous ne devons pas, sans doute, renoncer pour cela �a

20 L.-G. Gouy, J. de Physique 7, 561 (1888).
21 J. Perrin, loc. cit.
22 Henri Poincar�e, La valeur de la science, Biblioth �eque de philosophie scienti�que, Flammarion, Paris (1905) ; in

Congress of Arts and Sciences, Universal Exposition, St. Louis, 1904, Houghton, Mi�in and Co., Boston and New
York (1905).



160 B. Duplan tier S�eminaire Poincar�e

la conservation de l' �energie, mais nous voyons sous nos yeux tant ôt le mouvement se transformer en chaleur par le

frottemen t, tant ôt la chaleur se changer inversement en mouvement, et cela sans que rien ne se perde, puisque le

mouvement dure toujours. C'est le contraire du princip e de Carnot. S'il en est ainsi, pour voir le monde revenir en

arri �ere, nous n'avons plus besoin de l'o eil in�nimen t subtil du d�emon de Maxw ell, notre microscope nous su�t. Les

corps plus gros, ceux qui ont, par exemple, un dixi �eme de millim �etre, sont heurt �es de tous les côt�es par les atomes

en mouvement, mais ils ne bougent pas parce que ces chocs sont tr �es nombreux et que la loi du hasard veut qu'ils

se compensent ; mais les particules plus petites re�coivent trop peu de chocs pour que cette compensation se fasse �a

coup sûr et sont incessammment ballott �ees.Et voil�a d�ej�a l'un de nos princip es en p�eril." 23

1.2.3 L'\h ypoth�ese" mol�eculaire cin�etique

Aujourd'h ui, il nous semble �evident que le monde est constitu�e de particules, d'atomes et de
mol�ecules. Il n'en fut pas toujours ainsi, et l'hypoth�esed'une structure continue de la mati�ere
fut d�efendueavec acharnement jusqu'�a la �n du dix-neuvi�emesi�ecle par de grands noms comme
Duhem, Ostwald ou Mach.

L'in tuition ou l'id �eeque les gaz sont compos�esde mol�eculesindividuelles �etait d�ej�a pr�esente
au dix-huiti �eme si�ecle, et Daniel Bernoulli en 1738 fut peut-être le premier �a a�rmer que la
pressiond'un gaz sur un r�ecipent est due aux collisions des mol�eculesavec les parois. Avogadro
�emit l'a�rmation radicale en 1811 que deux gaz �a la même pression et �a la même temp�erature
contiennent le mêmenombre de mol�ecules.Lorsquecesconditions sont d'une atmosph�ereet de 25o

Celsius, le nombre contenu dans le volume d'un litre est not�e N , et dit nombre d'Avogadro.
Pour faire comprendrel'enjeu de la d�etermination du nombre d'Av ogadro, il faut ici rappeler

que dans la loi des gaz parfaits, la constante R �etait exp�erimentalement accessibledepuis le dix-
huiti �emesi�ecle,grâceaux travaux de Boyle, Mariotte, Charles,et plus tard Gay-Lussac.Elle est en
e�et associ�eeau nombre de moles,N=N , qui est un param�etre macroscopiqueexp�erimental, �a la
di� �erencedesnombres total de particules, N , et d'Av ogadro,N , qui sont d'essencemicroscopique.

L' �etude du mouvement brownien joua un rôle essentiel pour �etablir d�e�nitiv ement
l'\h ypoth�esemol�eculaire". Comme l'observe Jean Perrin, l'\h ypoth�ese"que les corps, malgr�e leur
apparencehomog�ene, sont form�es de mol�eculesdistinctes, en agitation incessante, croissant avec
la temp�erature, est logiquement sugg�er�ee par le seul ph�enom�ene du mouvement brownien, avant
mêmequ'elle ne l'explique.

En e�et, d'apr�esPerrin, ce qui est r�eellement �etrange et nouveau dans le mouvement brown-
ien, c'est qu'il ne s'arrête jamais, �a la di� �erencede l'exp�erienceusuelle avec les ph�enom�enesde
frottement. Si l'on pense�a de l'eau que l'on versedans un baquet, on serend compte que le mou-
vement coh�erent initial de l'eau est petit �a petit fractionn�e, d�ecoordonn�e par les rebonds multiples
sur les bords, jusqu'�a ce qu'un �equilibre apparent s'installe dans le uide au repos dans le baquet.
Ce fractionnement du mouvement, cette d�ecoordination, se poursuivent-ils ad in�nitum, comme
ils le feraient dans un milieu continu id�eal ? Non, car l'observation de particules test sujettes
au mouvement brownien pr�ecis�ement, montre que le uide est capable d'imprimer �eternellement
des mouvements localement coh�erents aux particules en suspension, et ceci parce qu'il existe des
mol�eculesde tail le �nie dans le uide, en collisions �elastiquesmutuelles permanentes.

Alb ert Einstein fut en 1905 le premier, avec en fait et de mani�ere ind�ependante, William
Sutherland, �a proposer une th�eorie quantitativ e du mouvement brownien, qui allait permettre
�a Perrin, dans des exp�eriencesc�el�ebresmen�eesen 1908, de d�eterminer pr�ecis�ement la valeur de
la constante d'Av ogadro N . Si Einstein r�eussit l�a o�u beaucoupavaient �echou�e, c'est qu'il utilisa
un raisonnement de m�ecaniquestatistique global et ing�enieux, que nous allons expliquer. Marian
von Smoluchowski avait �egalement men�e en même temps des r�eexions selon un \Gedankenweg"
di� �erent, plus probabiliste, qui l'amena �a desconclusionssimilaires. Nous y reviendrons.

Mens agitat molem

23 D�emontrer que le ph�enom�ene brownien ne contrevien t pas �a l'imp ossibilit �e de fabriquer un mouvement perp�etuel
(dit de secondeesp�ece), o�u du tra vail serait extrait de mani �ere coh�erente par un observateur (rapp elant le fameux
d�emon de Maxw ell) est assezsubtil. Il fallut attendre Leo Szilard, qui montra en 1929 qu'une telle tentativ e, de
par l'information qu'elle requiert, s'accompagnerait d'une production d'entropie de mesure compensant la r�eduction
d'entropie apparente due �a l'utilisation coh�erente des uctuations.



Vol. 1, 2005 Le mouvement brownien 161

1.3 Alb ert Einstein, 1905

L'article de 1905 qui nous occupe ici et qui est reproduit dans ce fascicule, s'intitule : \Sur le
mouvement de petites particules en suspension dans des liquides au repos requis par la th�eorie
cin�etique mol�eculaire de la chaleur".24 Einstein y cherchait �a �etablir �a partir de la th�eoriecin�etique
mol�eculairede la chaleur, l'existenceet la taille desmol�ecules,et �a d�eterminer un moyen th�eorique
pour d�eterminer pr�ecis�ement le nombre d'Av ogadro. Il concluait en e�et :

\M•oge es bald einem Forscher gelingen, die hier aufgeworfene, f•ur die Theorie der W•arme wichtige Frage zu

entscheiden !" 25

Assez�etonnamment, il n'�etait pas encorecertain qu'il s'appliquât au mouvement brownien.
Son intro duction s'ouvre en e�et ainsi : \Dans cet article on va montrer que d'apr�es la th�eorie
cin�etique mol�eculaire de la chaleur, des corps de tail le visible au microscope et en suspension
dans desliquides doivent ex�ecuter desmouvementsd'une magnitude telle queceux-ci peuvent être
ais�ement observ�es au microscope. Il est possibleque les mouvementsdiscut�es ici soient identiques
�a ce que l'on appelle le mouvementbrownien mol�eculaire ; les donn�eesqui me sont accessiblessur
ce dernier sont si impr�ecisesque je n'ai pu me former de jugement pr�ecis sur la question."

Einstein s'appuyait en fait sur les r�esultats de sa th�ese,qu'il d�eposa onze jours avant de
soumettre son fameux article sur les suspensionsde particules. Ce n'est que plus tard et progres-
sivement que sespr�edictions seront quantitativ ement con�rm �eespar des donn�eesexp�erimentales
a�n �eessur le mouvement brownien.

1.3.1 Les arguments d'Einstein

Sa d�emonstration reposesur deux �el�ements distincts, relevant de domainesapparemment contra-
dictoires.

Il semblait tout d'abord naturel d'invoquer, pour des particules en suspension de taille tr �es
sup�erieure �a celle des mol�ecules du liquide, une repr�esentation continue du milieu liquide, la
repr�esentation hydrodynamique. Un corpussubstantiel de connaissancesy avait �et�e accumul�e, dont
la fameuse\form ule de Stokes", qui donne la force de friction s'opposant au mouvement d'une
sph�ere dans un liquide.

Mais il fallait en mêmetemps �a Einstein r�eussir�a exploiter la th�eoriecin�etique de la chaleur,
en s'�eloignant du contexte desgaz pour lequel celle-ci avait �et�e �a l'origine con�cue, pour aller vers
celui des liquides, o�u l' �etat de la th�eorie �etait beaucoupmoins avanc�e. Ce fut la notion essentielle
de pression osmotique, d�evelopp�ee par Van't Ho�, qui permit ce passage.Celle-ci s'appuie sur
une vision cin�etique du d�esordremol�eculaire,o�u les mol�eculesdissoutes,d'une taille imagin�eeêtre
comparable �a celle des mol�eculesdu liquide, particip ent au mouvement g�en�eral comme dans un
gaz dilu�e.

Voici donc Einstein en possessionde deux th�eoriess'occupant de particules dans un uide,
l'une, la th�eorie hydrodynamique de Stokes fond�ee sur l'hypoth�eseque le liquide est un milieu
continu, qui adh�ere �a une grandesurfacesolidesed�epla�cant �a travers lui, loin de toute turbulence,
et o�u l'agitation mol�eculaire semble ne jouer aucun rôle ; l'autre, la th�eorie osmotique de Van't
Ho�, fond�eesur l'hypoth�eseque la particule en solution, semblable �a une mol�eculequelconquedu
uide, est soumiseaux mêmeslois de l'agitation mol�eculaire.

Il fallut la perspicacit�e d'Einstein pour comprendre,et d�emontrer �a l'aide de sa connaissance
profonde de la m�ecaniquestatistique, que les deux points de vue �etaient simultan�ement valides
pour desparticules aussigrandesque les particules browniennes.

Einstein commencedonc par s'int�eresser�a la pression osmotique cr�e�ee dans une solution
par les mol�ecules de solut�e. Cette notion fut d�evelopp�ee par J. H. Van't Ho�, 26 qui a�rma
l'identit �e, pour dessolutions dilu�ees,entre la pressionexerc�eesur desparois semi-perm�eablespar

24 A. Einstein, Ann. d. Physik 17, 549-560 (1905).
25 \Souhaitons que bient ôt un chercheur parvienne �a tranc her la question ici pos�ee, si imp ortan te pour la th �eorie

de la chaleur".
26 J. H. Van't Ho�, Kongliga Svenska Vetenskaps-Academiens Hand lingar , Stockholm, 21, 1 (1884).
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desmol�eculesen solution et la pressionpartielle exerc�eepar un gaz. Cette surpression,p, due aux
mol�eculesen solution, ob�eit donc pour dessolutions su�sammen t dilu�ees�a la loi desgaz parfaits

p =
n
N

R T; (1)

o�u R est la constante des gaz parfaits, T la temp�erature absolue, et n le nombre de particules
dilu�eespar unit �e de volume, ou densit�e particulaire.

Dans sa th�ese,Einstein s'�etait pr�eoccup�e de l'e�et sur la viscosit�e de la dilution de telles
mol�ecules,commecellesde sucredans de l'eau. Cette fois, les particules en suspensionconsid�er�ees
sont beaucoupplus grandes,pour être observables au microscope. Einstein a�rme d'embl�ee que
la di� �erenceentre mol�eculesde solut�e et particules en suspensionn'est qu'a�aire de taille, et que
la loi de Van't Ho� doit s'appliquer aussiaux particules en suspension.Puis il d�emontre ce fait et
la formule (1), en d�eterminant l' �energielibre d'un ensemble de telles particules en suspension. Il
calcule en fait la fonction de partition associ�eepar la m�ethode d'espacedesphases.

Einstein imagine ensuite que les nombreusesparticules de la suspensionsont soumises�a une
force externe F , qui d�epend �eventuellement de leurs positions, mais pas du temps.27 Cette force,
prise selonl'axe desx par exemple,d�eplacechaqueparticule de solut�e, et entra �̂ne un gradient de
concentration. Soit n(x; y; z; t) le nombre de particules en suspensionpar unit �e de volume autour
du point x; y; z �a l'instan t t. �A un gradient de concentration de particules en suspensioncorrespond
d'apr�es(1) unepressionosmotiquenon-uniforme. En consid�erant la r�esultante desforcesdepression
sur une une tranche �el�ementaire dx, on obtient ainsi une force de pressionosmotique par unit �e de
volume :

� = �
@p
@x

= � gradp = �
R
N

Tgradn(x; y; z; t); (2)

o�u le gradient est ici la d�eriv�eespatiale selon la direction x de la force.
Par ailleurs, la quantit �e � F = n F repr�esente la force totale ext�erieure agissant par unit �e de

volume sur les particules browniennesen suspension. Du point de vue �a la fois hydrostatique et
thermodynamique, on imagine a priori que l' �equilibre d'une unit �e de volume de la suspensionsoit
instaur�e lorsque la force � F est �equilibr�eepar la force de pressionosmotique �. En exprimant en
fait un argument d'invariance �a l' �equilibre de l' �energie libre de la suspension par rapport �a des
d�eplacements virtuels, Einstein d�emontre en e�et que la sommedesforcesext�erieureet osmotique
par unit �e de volume, s'annule :

� F + � = 0; (3)

n F =
R
N

Tgradn: (4)

On peut remarquer qu'il obtient directement la formule explicite (4) �a partir de l' �energielibre de
particules en suspension,sanss'appuyer sur le r�esultat (1), montrant en celaque lesdeux r�esultats
proviennent de la mêmeapproche.

La secondepartie de l'argument porte sur desconsid�erations dynamiquesd'�equilibre de ux .
L' �equilibre dans le uide n'est en e�et qu'apparent : pendant que la force F meut les particules
en suspension, celles-ci ex�ecutent leur mouvement brownien, reet de la nature cin�etique de la
chaleur.

En se mouvant dans le uide sous l'inuence de la force F , chaque particule en suspension
subit une force de r�esistancede friction visqueuse.Ceci am�ene la particule �a une vitesse limite
V = F=� , o�u � est le coe�cien t de friction visqueusede chaque particule en suspension. Il en
r�esulte un ux de particules

� F = n V = n F=�; (5)

27 Cette force peut être par exemple celle de gravitation, comme dans les exp�eriences de s�edimentation men�ees
plus tard par Jean Perrin, mais la beaut�e de l'argumen t est que son r�esultat ne d�epend pas de la nature de la force,
qui peut même être virtuelle, comme dans la notion de \tra vail virtuel" de la m�ecanique du dix-h uiti �eme si�ecle.



Vol. 1, 2005 Le mouvement brownien 163

nombre de particules traversant une unit �e de surfaceperpendiculaire �a la direction x de la force.

La densit�e particulaire n(x; y; z; t) ob�eit �a l' �equation de di�usion locale

@n
@t

= D� n; (6)

o�u � repr�esente le Laplacien � = @2

@x 2 + @2

@y 2 + @2

@z2 ; et o�u D est un coe�cien t, dit de di�usion,

qui s'exprime en m�etres carr�espar seconde.�A cette �equation est naturellement associ�e un ux de
di�usion � D , qui est le nombre de particules di�usan t �a travers une unit �e de surfacepar unit �e de
temps. Ce ux est directement li �e au gradient de concentration par28

� D = � D gradn: (7)

�A l' �equilibre, vu ici de mani�ere locale et dynamique, le ux li �e �a la force, � F (5), et le ux
de di�usion, � D (7), secompensent :

� F + � D = 0; (8)

n F=� = D gradn: (9)

En comparant alors les �equations statique (4) et dynamique (9), on voit qu'elles ont des
structures identiques par rapport �a n et son gradient, et qu'il vient une identit �e n�ecessaireentre
coe�cien ts :

D =
1
�

RT
N

: (10)

En supposant que les particules en suspensionsont toutes dessph�eresde rayon a, Einstein utilise
en�n la relation de Stokesdonnant le coe�cien t de friction � d'une sph�ere plong�eedans un uide
(continu) de viscosit�e � :

� = 6� � a; (11)

d'o�u il d�eduit �nalement :

D =
RT
N

1
6� � a

: (12)

C'est la fameuserelation d'Einstein, qui setrouve d�ej�a dans sa th�ese.En fait, par une co•�ncidence
remarquable, la mêmerelation fut d�ecouverte en Australie pratiquement au moment o�u Einstein
e�ectuait son travail de th�ese! En e�et, William Sutherland soumit un article en mars 1905, o�u
cette relation �etait obtenue par une m�ethode similaire.29 On devrait donc certainement l'appeler
plus correctement relation de Sutherland-Einstein.

Dans l'article de 1905, Einstein compl�ete ces r�esultats par des consid�erations d'essence
math�ematique et probabiliste. Soit P(x; y; z; t) la densit�e de probabilit �e de trouver une
particule brownienne donn�eeau point x; y; z au temps t. Cette densit�e ob�eit �a l' �equation de di�u-
sion :

@P
@t

= D � P: (13)

Suivons-ledans sa d�emonstration.
Il commencepar intro duire un intervalle de temps � , petit devant les dur�eesd'observation,

mais su�sammen t grand pour que les mouvements e�ectu �espar une particule durant deux inter-
valles de temps � cons�ecutifs puissent être consid�er�escommedes�ev�enements ind�ependants.

28 Einstein poseen fait directement cette �equation, sans passer par l' �equation de di�usion qu'il d�emontre plus loin.
Pour les lecteurs enclins aux math �ematiques, rapp elons que le Laplacien est aussi � = div (grad), o�u la divergence

est l'op �erateur de d�erivation d'un vecteur ~A : div ~A = ~r : ~A = @A x
@x + @A y

@y + @A z
@z ; et o�u le gradient est l'op �erateur

vectoriel de d�erivation grad =
�

@
@x ; @

@y ; @
@z

�
: �A partir de l' �equation de di�usion : @n

@t = D � n; par comptage des

particules tra versant une surface ferm�ee arbitraire et application du th �eor�eme de Green-Ostrogradski, on trouv e
imm �ediatement l'existence �a tra vers la surface d'un ux de di�usion � D = � D grad n.

29 W. Sutherland, Phil. Mag. 9, 781 (1905).
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Supposonsalors qu'il setrouve un nombre total de particules N en suspensiondansle liquide.
Pendant un intervalle detemps� , lescoordonn�eesdechaqueparticule le long de l'axe x vont changer
d'une quantit �e �, o�u � prend une valeur di� �erente (positive ou n�egative) pour chaque particule.
Une certaine loi de distribution probabiliste va gouverner � : le nombre dN de particules subissant
un d�eplacement dont la valeur sesitue entre � et � + d� est de la forme

dN = N ' � (�)d� ;

o�u Z + 1

�1
' � (�)d� = 1; (14)

et o�u, pour � petit, ' � (�) di� �erede z�eroseulement pour de tr �esfaiblesvaleursde �. Cette fonction
satisfait aussi �a la condition de sym�etrie

' � (�) = ' � (� �) : (15)

Einstein cherche alors �a d�eterminer comment le coe�cien t de di�usion d�epend de ' , en se
restreignant �a nouveauau casunidimensionnel, o�u la densit�e particulaire n ne d�epend que de x et
t. Notons ainsi n = f (x; t) le nombre de particules par unit �e de volume, et calculonsla distribution
de ces particules au temps t + � �a partir de leur distribution au temps t. D'apr �es la d�e�nition
de la fonction ' � (�), on obtient le nombre de particules situ�eesau temps t + � entre deux plans
d'abscissesx et x + dx :

f (x; t + � )dx = dx
Z + 1

�1
f (x + � ; t)' � (�)d� : (16)

Comme � est tr �espetit, nous pouvons poser

f (x; t + � ) = f (x; t) + �
@f
@t

: (17)

De plus, en d�eveloppant f (x + � ; t) en puissancesde � :

f (x + � ; t) = f (x; t) + �
@f (x; t)

@x
+

� 2

2
@2f (x; t)

@x2 + � � �

Nous pouvons alors placer ced�eveloppement sousle signed'in t�gration dans (16) puisqueseulesde
tr �espetites valeurs de � contribuent �a cette derni�ere. Nous obtenons

f + �
@f
@t

= f �
Z + 1

�1
' � (�)d� +

@f
@x

�
Z + 1

�1
� ' � (�)d� +

@2f
@x2 �

Z + 1

�1

� 2

2
' � (�)d� + � � �

Du côt�e droit, les second,quatri �eme, etc., termes s'annulent d'apr�es la propri �et�e de parit �e (15),
tandis que pour les autres termes, chacun d'entre eux est tr �es petit par rapport au pr�ec�edent.
D'apr �escette �equation, en prenant en compte la propri �et�e de conservation (14), en posant

1
�

Z + 1

�1

� 2

2
' � (�)d� = D ; (18)

et en ne conservant que les premier et troisi �emetermes du membre de droite, on obtient

@f
@t

= D
@2f
@x2 : (19)

Il s'agit l�a de l' �equation de di�usion bien connue, o�u nous reconnaissonsen D (18) le coe�cien t de
di�usion.

Faisonsici une remarquesur la m�ethode d'Einstein. La d�e�nition (18) ci-dessusdu coe�cien t
de di�usion D peut ser�e�ecrire

h� 2i � �
Z + 1

�1
� 2' � (�)d� = 2D � ; (20)
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ce qui repr�esente la valeur moyennedu carr�e de la variation � produite par l'agitation thermique
pendant le temps � . Formellement identique �a la formule (25) quenousallons voir ci-dessous,et qui
donne la loi du d�eplacement carr�e moyen en fonction du temps, elle porte �evidemment en germe
celle-ci d'une mani�ere presquetautologique. De plus, comme � est suppos�e petit, cette d�e�nition
implique l'existence de la limite (18) pour � ! 0, si l'on requiert que D soit ind�ependant de � .

Einstein continue en remarquant que toutes les particules ont �et�es rep�er�eesjusqu'alors par
rapport �a une origine communesur l'axe desx, mais que leur ind�ependancepermet ausside rep�erer
individuellement chacunepar rapport �a la position qu'elle occupait au temps t = 0. Il en r�esulte
alors que f (x; t)dx est aussi le nombre de particules (par unit �e d'aire) dont l'abscissele long de
l'axe desx a vari�e entre les instants 0 et t d'une quantit �e compriseentre x et x + dx. Cette fonction
f ob�eit donc aussi �a l' �equation de di�usion (19). Einstein ajoute qu'il est �evident que l'on doit
alors avoir, pour t = 0,

f (x; t = 0) = 0; 8x 6= 0; et
Z + 1

�1
f (x; t)dx = N:

Le probl�eme,qui coincide donc avec celui de la di�usion �a partir d'un point (en n�egligeant
les interactions entre particules di�usan tes), est maintenant compl�etement d�etermin�e math�ema-
tiquement ; sa solution s'�ecrit

f (x; t) =
N

(4� D t)1=2
exp

�
�

x2

4Dt

�
: (21)

La densit�e de probabilit �e, P(x; t) = f (x; t)=N , pour une seuleparticule brownienne d'être en
x �a dx pr�es,si elle �etait en en 0 �a l'instan t t = 0, est donc la distribution gaussiennenormalis�ee

P(x; t) =
1

(4� D t)1=2
exp

�
�

x2

4Dt

�
: (22)

En trois dimensions, si la particule brownienne est en ~0 �a l'instan t t = 0, la solution de
l' �equation (13) est encoreune gaussienne,qui s'�ecrit :

P(x; y; z; t) =
1

(4� D t)3=2
exp

�
�

x2 + y2 + z2

4Dt

�
; (23)

et l'on retrouve�evidemment la densit�e P(x; t) pr�ec�edente par int�egration par rapport aux variables
y et z.

Cesr�esultats permettent d'�evaluer par int�egralela valeur moyennedu carr�e du d�eplacement,
par exempleselon l'axe desx. On trouve

hx2 i t =
Z + 1

�1
x2P(x; t) dx =

1
(4� D t)1=2

Z + 1

�1
x2 exp

�
�

x2

4Dt

�
dx

= 2Dt: (24)

Commenous l'avons fait d�ej�a remarquer ci-dessus,cer�esultat pour hx2i t est absolument identique
au r�esultat(20) pour h� 2i � , cequi n'est autre que le reet de l' invariance d'�echelle du mouvement
brownien, une notion peut-être encorenon compl�etement mâ�tris �eeen 1905!

De la relation physiquede Sutherland-Einstein (12), on tire �nalement le d�eplacement brown-
ien moyen en fonction du temps

hx2 i t = 2Dt =
RT
N

1
3� � a

t: (25)

C'est la premi�ere apparition d'une relation dite de uctuation-dissip ation, qui relie ici des uctu-
ations de position �a une propri �et�e de dissipation (la viscosit�e). Dans cette �equation fondamentale
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pour le mouvement brownien, hx2 i , t , a et � sont mesurables,et ainsi le nombre d'Av ogadro peut
être d�etermin�e. On ne peut qu'être �ebahi par ce r�esultat : pr�eparez une suspension de petites
sph�eres,tr �esgrandescependant par rapport aux dimensionsmol�eculaires,prenezun chronom�etre
et un microscope,et mesurezN ! Einstein donnaun exemple: pour l'eau �a 17oC,30 a � 0; 001mm =
1� m, N � 6 � 1023, on trouve un d�eplacement hx2 i � 6 � m pour t = 1mn.

On peut sedemanderjusqu'�a quel point la formule de Sutherland-Einstein (10) ou (12) prouve
l'existence des mol�ecules.Autrement dit, que serait la limite du coe�cien t de di�usion D = RT

� N
si la nature �etait continue, c'est-�a-dire si le nombre d'Av ogadro �etait in�ni ? On pressent que D
s'annule, et que le d�eplacement de di�usion brownien (25) disparâ�t tout simplement dans cette
limite, mais il faut s'assurer,pour être rigoureux, de l'existence simultan�eed'une limite continue
�nie du coe�cien t de friction � ou de la viscosit�e � lorsqueN ! 1 . Nousy revenonsdansla section
(1.5.4) o�u l' �etude d'un mod�ele microscopiquepermet un calcul explicite de � , et de conclure que
le mouvement brownien est bien une manifestation de l'existence desmol�ecules!

1.3.2 Einstein, 1906, th�eorie g�en�erale du mouvement brownien

Dans un autre article �ecrit en d�ecembre 1905et re�cu le 19 du mêmemois par Annalen der Physik,31

intitul �e cette fois : \Sur la th�eorie du mouvementbrownien" , Einstein mentionne que \Peu apr�es
la parution de mon article sur les mouvementsdes particules en suspension dans des liquides, en
relation avec la th�eorie mol�eculaire de la chaleur, Siedentopf (de Jena) m'a inform�e que lui-même
et d'autresphysiciens-au premier chef le Prof. Gouy (de Lyons [sic])- s'�etaient convaincuspar des
observationsdirectes, quece quel'on appelle le mouvementbrownien est caus�e par les mouvements
thermiques irr �eguliers desmol�eculesde liquide.

Non seulement les propri�et�es qualitatives du mouvement brownien, mais aussi l'ordre de
grandeur des trajectoires d�ecrites par les particules correspondent compl�etement avec les r�esultats
de la th�eorie."

Cette fois, Einstein est convaincu qu'il s'agit bien du mêmeph�enom�enequecelui qu'il a d�ecrit.
Il s'attachealors �a en donnerune autre approche th�eorique,plus g�en�erale.Celle-ci va s'appliquer au
mouvement de di�usion de translation, mais ausside rotation de particules en suspension,ou aux
uctuations de chargesdans une r�esistance�electrique. Nous d�ecrivons bri �evement cette approche
qui est tr �esg�en�erale,et �a notre avis tr �eslumineuse.Elle fait jouer un rôle essentiel �a la distribution
de Boltzmann �a l' �equilibre thermodynamique, et montre que la pr�eservation ou la stationnarit �e de
celle-cidans le temps n�ecessitel'existence mêmedu mouvement brownien en liaison avecla nature
mol�eculaire de la chaleur.

Einstein consid�ere une grandeur � , dont la distribution est celle de Boltzmann

dn = Ae� N
RT � ( � ) d� = F (� )d�; (26)

o�u A est un coe�cien t de normalisation et o�u � (� ) est l' �energiepotentielle associ�eeau param�etre
� . Ici dn est proportionnel �a la densit�e de probabilit �e d'occupation de la valeur � , �a d� pr�es, et
d�ecrit, dansune approche par ensemblesde syst�emes�a la Gibbs, le nombre de syst�emesidentiques
au syst�emeactuel pris dans cet �etat.

Einstein va utiliser cette relation pour d�eterminer les changements irr �eguliersdu param�etre
� produits par les ph�enom�enesthermiques. Il exprime alors que la fonction F (� ) ne change pas
pendant un intervalle de temps t sousl'e�et combin�ede la forcecorrespondant au potentiel � et des
ph�enom�enesthermiques irr �eguliers; t est un temps si petit que leschangements concommitants de
la variable � dansun syst�emepeuvent être consid�er�escommein�nimen t petits dans les arguments
de la fonction F (� ).

On seplace alors le long de la droite repr�esentant la variable r�eelle� , en un point arbitraire
� 0. Pendant le temps �el�ementaire t, autant de syst�emesdoivent passerpar le point � 0 dans une

30 D'apr �es John Stachel dans Einstein 's Mir aculous Year (Princeton Univ ersity Press, Princeton, New Jersey,
1998), la donn�ee sur la viscosit �e de l'eau qui est utilis �ee est extraite de la th �esed'Einstein, et correspond en fait �a
une temp�erature de 9; 5oC.

31 A. Einstein, Ann. d. Physik 19, 371 (1906).
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direction que dans l'autre. La force � @�
@� correspondant au potentiel � engendreun changement

de la valeur du param�etre � par unit �e de temps, ou vitessede changement de � :

d�
dt

= � B
@�
@�

; (27)

o�u B est, selon les termes d'Einstein, la \mobilit �e du syst�emepar rapport �a � ". Il s'agit l�a d'une
�equation de frottement visqueux du mêmetype que l' �equation (5) o�u B = 1=� . D'apr �es(26), il en
r�esulteune variation du nombre de syst�emespassant par le point � 0 pendant le temps �el�ementaire
t :

n1 = � B
�

@�
@�

�

� = � 0

� tF (� 0); (28)

o�u le nombre de syst�emesest compt�e alg�ebriquement selon le côt�e, positif ou n�egatif, de � 0 vers
o�u ils sedirigent, c'est-�a-dire selon le signede la vitesse(27).

Supposonsque la probabilit �e pour que le param�etre � change,pendant le même temps t et
sousl'e�et desprocessusthermiques irr �eguliers,d'une quantit �e �, �a d� pr�es,soit �egale�a  t (�)d�,
o�u  t (�) =  t (� �) est ind�ependant de � . Cette derni�eresupposition re �ete la nature intrins�eque
de l'agitation thermique. Le nombre de syst�emespassant par le point � 0 pendant le temps t dans
la direction positive est alors donn�e par

n2 =
Z + 1

0
F (� 0 � �) � t (�)d� ; (29)

o�u � t (�) repr�esente la probabilit �ecumul�eeque le syst�emefasseun saut d'au moins � vers la droite
pendant le temps t :

� t (�) =
Z + 1

�
 t (� 0)d� 0: (30)

De la mêmemani�ere, le nombre de syst�emesqui passent �a travers la valeur � 0 dans le sensn�egatif
pendant le mêmetemps sousl'e�et desuctuations thermiquesest, en le comptant alg�ebriquement,

n3 = �
Z + 1

0
F (� 0 + �) � t (�)d� ; (31)

o�u l'on a utilis �e la propri �et�e de sym�etrie

� t (�) =
Z + 1

�
 t (� � 0)d� 0: (32)

L' �equation qui exprime math�ematiquement l'in variancede la distribution d'�equilibre F (� ) est alors
la loi de conservation alg�ebrique du nombre d'ensembles

n1 + n2 + n3 = 0: (33)

En reprenant les expressionsde n1, n2, et n3, et sesouvenant que t, et donc les valeurs de � pour
lesquelles t (�) est di� �erent de 0, sont in�nimen t petits, on trouve en d�eveloppant au premier
ordre l' �equation essentielle32:

B
�

@�
@�

�

� = � 0

� tF (� 0) +
1
2

F 0(� 0)h� 2 i t = 0: (34)

32 En e�et, on trouv e pour la partie qui concerne les uctuations thermiques

n2 + n3 =
Z + 1

0
d� [F (� 0 � �) � F (� 0 + �)] � t (�) = � 2F 0(� 0 )

Z + 1

0
d� � � t (�) ;

o�u l'in t �egrale s'�ecrit explicitemen t

2
Z + 1

0
� d�

Z + 1

�
 t (� 0)d� 0 =

Z + 1

0
(� 0)2  t (� 0)d� 0 =

1

2
h� 2 i t ;

apr�es avoir interv erti l'ordre des int �egrations ou encore int �egr�e par parties.
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Ici

h� 2i t =
Z + 1

�1
� 2 t (�)d�

repr�esente la valeur moyenne du carr�e de la variation de la quantit �e � produite par l'agitation
thermique pendant le temps t.

En utilisant alors la forme de la distribution de Boltzmann F (� ) / exp
�
� N

RT � (� )
�

qui
satisfait automatiquement �a l' �equation (34), quel que soit le potentiel � , Einstein obtient la valeur
desuctuations carr�eesmoyennes

h� 2i t = 2B
RT
N

t: (35)

Ici, commeauparavant, R est la constante desgazparfaits, N le nombre d'Av ogadro,B la mobilit �e
du syst�emepar rapport au param�etre � , T la temp�erature absolue,et t le temps pendant lequel
prennent place les changements de � produits par l'agitation thermique.

L' �etude d'Einstein montre donc que la distribution d'�equilibre de Boltzmann, interpr�et�ee
dynamiquementcommedans l' �equation de conservation (33), implique l'existenced'un mouvement
de di�usion brownien pour toute quantit �e physique � pour lequel le syst�emeposs�edeune mobilit �e.

Cette id�eeest d'ailleurs si riche que l'on peut inverserle point de vue et consid�erer l' �equation
d'�equilibre (34) commeune �equation en F (� ), o�u h� 2 i t est ind�ependant de � et o�u t est arbitraire.
Il est alors remarquableque la solution de l' �equation (34) ait n�ecessairement la forme exponentielle
de la distribution de Boltzmann (26), o�u RT

N apparâ�t alors commeun param�etre li �e �a la di�usion
browniennepar l'identit �e (35). Autrement dit, l' �etudeg�en�eraledynamique du mouvement brownien
par Einstein implique �egalement la forme particuli �erede la distribution d'�equilibre �a la Boltzmann-
Gibbs.33

Einstein applique le r�esultat (35) aux mouvements browniens de translation et de rotation.
Pour les mouvements de translation, le param�etre � est une coordonn�eespatiale x quelconque,et
il faut ins�erer la valeur correspondante de la mobilit �e B . Pour une sph�erede rayon a, en suspension
dans un liquide de viscosit�e � , la formule de Stokes, pour laquelle il cite le cours de Kirc hho� 34,
donne commevu plus haut

B =
1
�

=
1

6� � a
;

et l'on retrouve la formule c�el�ebre (25) :

hx2 i t =
RT
N

1
3� � a

t: (36)

Einstein traite ensuite,pour la premi�erefois, le mouvement brownien de rotation d'une sph�ere
en suspension dans un liquide, et consid�ere les uctuations carr�eesh#2i d'un angle de rotation
quelconque# induites par l'agitation thermique.

Si l'on note alors � = � @�
@# le moment desforcesagissant sur une sph�ere en suspensiondans

un liquide de viscosit�e � , la vitesselimite angulaire associ�eeest, d'apr�esKirc hho� l�a encore:

d#
dt

=
�

8� � a3 ; (37)

33 Cela sugg�ere fortement d'in tro duire dans les cours de physique statistique cette d�emonstration g�en�erale
d'Einstein du mouvement brownien, a�n de faire comprendre la nature statistique et dynamique de l' �equilibre ther-
modynamique. En e�et, dans l'appro che habituelle, le mouvement brownien n'est pas du tout enseign�e en premi �ere
partie, et lorsqu'il l'est, appara�̂t plut ôt comme une curiosit �e. L'appro che que l'on privil �egie d'habitude consiste �a
intro duire la distribution de Boltzmann, soit via l'ensemble micro canonique et l'entropie de Boltzmann associ�ee,
en �evaluant cette derni �ere pour un petit syst�eme en contact avec un thermostat, soit via l'entropie statistique de
Shannon et l'ensemble canonique. Dans ces approches formelles, l'accent est mis sur les probabilit �es, et l'on ne voit
pas la n�ecessit�e du maintien dynamique de la distribution d' �equilibre par le processusd'agitation thermique. Apr �es
tout, des mol�ecules ou des particules en suspension, même initialemen t sagement distribu �eesselon la statistique de
Boltzmann, tomberaient toujours au fond du r�ecipient sous l'e�et de la gravitation en l'absence de cette agitation
thermique !

34 G. Kirc hho�, Vorlesungen •uber Mechanik , 26. Vorl., 4.
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et dans ce cas, l'on doit poser

B =
1

8� � a3 :

On en d�eduit

h#2 i t =
RT
N

1
4� � a3 t: (38)

Le mouvement angulaire produit par l'agitation thermique mol�eculaire d�ecrô�t donc avec le rayon
de la sph�ere beaucoupplus vite que le mouvement de translation.

Pour a = 0; 5mm, et de l'eau �a 17o C, la formule donne pour t = 1 secondeun d�eplacement
angulaire d'environ 11 secondesd'arc, tandis que pour a = 0; 5 � m elle donne pour le mêmetemps
environ 100o d'arc.

Einstein mentionne �nalement que la même formule (35) pour h� 2i t peut s'appliquer �a
d'autres cas. Par exemple, si B est pris comme l'in verse de la r�esistance�electrique � d'un cir-
cuit ferm�e, cette formule indique la quantit �e d'�electricit �e carr�eemoyenne

he2 i t = 2
RT
N

1
�

t

qui traverseune section quelconquedu circuit pendant le temps t.

Einstein conclut son article en �evaluant les limites d'applicabilit �e de sa formule aux temps
tr �escourts, pour lesquelsdes e�ets de m�emoire peuvent seproduire. Il arrive ainsi �a l'estimation
que celle-ci est valable pout t grand devant un temps caract�eristique � 0 = m0B , o�u m0 est la masse
du uide d�eplac�e par la sph�ere.

1.3.3 le probl�emede la mesure de la vitesse

Dans desarticles ult �erieurs, publi�esen 1907et 1908dans le Zeitschrift f•ur Elektrochemie, Einstein
essaied'attirer l'atten tion desexp�erimentateurs sur sesr�esultats et d'expliquer ceux-ci de mani�ere
plus simple. Il revient sur la vitessemoyenned'une particule en suspension,qui doit suivre la loi
d'�equipartition

1
2

mhv2 i =
3
2

RT
N

:

Pour lessolutions collo•�dalesde platine de Svedberg, de massem � 2; 5� 10� 15 g, cecidonne
une vitessemoyennede 8,6 cm/s. Cependant Einstein note qu'il n'y a aucunepossibilit�e d'observer
cette vitesse en raison de l'e�cacit �e du freinage visqueux, qui r�eduit celle-ci �a 1/16 de sa valeur
initiale en 3; 3 � 10� 7 s. Il continue :

\Mais, en même temps, nous devons supposer que la particule re�coit de nouvelles impulsions par un processus

inverse de la viscosit �e, de sorte qu'elle retien t une vitesse qui en moyenne �egale
p

hv2 i . Mais comme nous devons

imaginer que direction et grandeur de ces impulsions sont (approximativ ement) ind�ependantes des direction du

mouvement et vitesse originelles de la particule, nous devons conclure que les vitesse et direction du mouvement

de la particule vont être d�ej�a fortement alt �er�eesdans ce temps extraordinairemen t court [3; 3 � 10� 7 s] et, en fait,

d'une mani �ere totalemen t irr �eguli�ere. Il est donc imp ossible {du moins pour des particules ultramicroscopiques{ de

d�eduire
p

hv2 i de l'observation."

D'apr �esle r�esultat d'Einstein (25), la vitesseapparente dans un intervalle de temps � est in-
versement proportionnelle �a

p
� et s'accrô�t donc sanslimite lorsquecet intervalle de temps devient

plus court. Toute tentativ e de mesurerla vitesseinstantan�eede la particule conduit �a desr�esultats
erratiques. Ceci explique les �echecs r�ep�et�es des exp�erimentateurs �a obtenir des conclusionsbien
d�e�nies quant �a la vitessedesparticules en suspension.Ils ne mesuraient simplement pas la bonne
quantit �e, et il fallut attendre qu'Einstein montre que seul le rapport du d�eplacement carr�e sur le
temps a une limite th�eoriquepour qu'exp�erienceset th�eorie serejoignent.
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Commele fait remarquer Brush,35 cen'�etait pas la premi�erefois que la nature particuli �eredu
mouvement gouvern�e par une �equation de di�usion pointait son nez. En 1854,William Thomson
(qui allait devenir Lord Kelvin) avait appliqu�e l' �equation de la di�usion (c.-�a-d. l' �equation de
Fourier pour la conduction de la chaleur) dans son �etude du mouvement de l' �electricit �e dans
les lignes t�el�egraphiques.Apr �es avoir e�ectu �e presqu'exactement la mêmeanalysemath�ematique
qu'Einstein allait faire cinquante ans plus tard, Thomson note :

\ We may infer that the retardations of signals are prop ortional to the squares of the distances, and not to

the distances simply; and hence di�eren t observers, believing they have found a \v elocit y of electric propagation,"

may well have obtained widely discrepant results ; and the apparent velocit y would, caetaris paribus, be the less,

the greater the length of wire used in the observation."

Aux temps tr �escourts, une meilleure estimation du comportement desparticules en suspen-
sion d�ecoulede travaux ult �erieurs e�ectu �espar plusieurs physiciens,36 dont ceux de Langevin, via
son�equation stochastiquequenousallons voir un peu plus loin, et qui culmin�erent avecle processus
dit d'Ornstein-Uhlenbeck.37

Une formule plus compl�ete est en e�et

h� 2 i t = 2D
h
t � mB

�
1 � e� t

mB

�i
; (39)

o�u D = B RT
N est le coe�cien t de di�usion, et m cette fois la massede la particule. On retrouve

donc bien la formule (35) pour t grand devant le temps microscopique

� = mB =
m
�

; (40)

du mêmeordre de grandeur que le temps � 0 �evalu�e par Einstein.
�A temps t petit devant � , on trouve un r�egimeballistique

h� 2i t = D
t2

mB
=

RT
N

1
m

t2; � � t; (41)

ind�ependant cette fois de la viscosit�e du milieu, et qui, chose remarquable, peut être encore in-
terpr�et�e commeen correspondanceavec le th�eor�emed'�equipartition de l' �energie,cette fois sousla
forme :

1
2

m
h� 2 i t

t2 =
1
2

RT
N

� � t:

\Un coup de d�es jamais n'abolira le hasard" (St�ephaneMallarm�e, 1897)

1.4 Marian von Smoluchowski

1.4.1 Probabilit �eset stochasticit�e

Le nom de Smoluchowski reste indissolublement associ�e au mouvement brownien et �a la th�eorie
de la di�usion, comme nous allons le voir. Cependant, plus profond�ement, et commel' �ecrit Marc
Kac �a son propos,38 par un v�eritable tour de force intellectuel, il montra que les notions de jeu
de hasard commandaient la compr�ehensiondesph�enom�enesphysiques.On lui doit l'in tro duction
originale et hardie du calcul des probabilit �es en physique statistique, et il m�erite une place aux
côt�esdesgrands noms que sont ceux de Maxwell, Boltzmann et Gibbs.

Marian von Smoluchowski est n�e en 1872,commePaul Langevin, l'ann�eeo�u Boltzmann pub-
lia le grand m�emoire qui contient l' �equation qui porte son nom, ainsi que le fameux \th �eor�eme

35 S. G. Brush, opus cit.
36 P. Langevin, C. R. Ac. Sci. Paris 146, 530 (1908) ; L. S. Ornstein, Proc. Amst. 21, 96 (1918) ; L. de Haas-Lorentz,

\L e mouvement brownien et certains ph�enom�enes associ�es", Sammlung Wissenschaft , B. 52, Vieweg (1913) ; R.
F•urth, Zeit. f. Physik 2, 244 (1920).

37 G. E. Uhlenbeck et L. S. Ornstein, On the Theory of Br ownian Motion , Phys. Rev. 36, 823-841 (1930).
38 Marian Smoluchowski, His Life and Scienti�c Work , S. Chandrasekhar, M. Kac, R. Smoluchowski, Polish

Scienti�c Publishers, PNW (2000).
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H ". La croissanceirr �eversible de l'entropie li �ee au secondprincipe de la thermodynamique y est
obtenue, dans le cadre de la m�ecaniqueclassiquenewtonnienne,�a l'aide d'une hypoth�esede chaos
mol�eculaire qu'il croyait d�ecoulerde ce cadre. Cela amenait �a des paradoxes s�ev�eres(Loschmidt,
Zermelo), car les �equations de la m�ecanique classiquesont r�eversibles, et poss�edent des cycles
de r�ecurrence,dits de Poincar�e. Ceci interdit a priori la croissancemonotone d'une fonction des
variables m�ecaniquesde position et d'impulsion commela fonction H de Boltzmann, directement
reli�ee �a l'entropie. Boltzmann, sur la d�efensive, dut alors intro duire des arguments probabilistes
et statistiques pour justi�er sesr�esultats, tout en changeant souvent de point de vue quant �a la
nature v�eritable des probabilit �es impliqu�ees.La situation devint si confuseque Paul et Tatiana
Ehrenfest, par exemple,entreprirent de clari�er les id�eesde Boltzmann, tout en banissant le terme
\probabilit �e" (mais non le concept) de leur m�emoire d'Encyclop�edie !

Comme le fait remarquer S. G. Brush,39 la ligne de recherche de th�eorie cin�etique des gaz
que Smoluchowski menait �etait en continuit �e aveccellesuivie par Clausius,Maxwell, O. E. Meyer,
Tait and Jeans,selon laquelle on s'attachait �a d�ecrire l'e�et descollisions sur la tra jectoire d'une
mol�eculeet donc sur lespropri �et�esdu gaz.Einstein, au contraire, suivait plut ôt la voie ouverte par
Boltzmann, Maxwell (dans sesarticles ult �erieurs) et Gibbs, o�u l'ob jectif �etait d'obtenir des lois
plus g�en�erales�a partir de distributions statistiques postul�eespour l'ensemble des mol�ecules,sans
faire de suppositions sur les forces intramol�eculaireset les m�ecanismesde collisions. Il �etait alors
tr �es int�eressant de voir cesdeux \Gedankenwege", th�eorie cin�etique et m�ecaniquestatistique, se
rencontrer �a propos du mouvement brownien, terra incognita pour tous les deux.

Dans ce contexte, Smoluchowski, de mani�ere courageuse,et travaillant dans le même esprit
pragmatique queMaxwell, montra comment utiliser la th�eoriedesprobabilit �esen physiquepour en
faire un instrument e�cace, �a une�epoqueo�u lesmath�ematiciensla m�eprisaient, et o�u lesphysiciens
dans une large mesurel'ignoraient. Smoluchowski, sansle savoir, ouvrait un nouveau chapitre de
la physique statistique, qui de nos jours porte le nom de processusstochastiques40.

1.4.2 Mouvement brownien et marchesal�eatoires

Ce point de vue probabiliste est clairement pr�esent dans le premier article de Smoluchowski sur le
mouvement brownien, Essai d'une th�eorie du mouvementbrownien et de milieux troubles41 publi�e
en 1906 (tr �es probablement sous la pressionde la publication par Einstein de sesdeux premiers
articles), ainsi que dans un autre article, portant sur le libre parcours moyen des mol�eculesd'un
gaz.42 Dans ces articles remarquables, il est apparemment le premier �a �etablir la relation entre
marchesal�eatoires et di�usion brownienne, bien que Louis Bachelier êut d�ej�a intro duit en 1900le
mod�ele de marcheur al�eatoire dans sa th�eseLa th�eorie de la sp�eculation.43

39 S. G. Brush, locus cit.
40 Du grec stokhastikos, \qui vise bien", \habile �a conjecturer", d�eja utilis �e par Jacques Bernoulli en 1713 dans

Ars Conjectandi .
41 M. R. von Smolan Smoluchowski, Rozprawy Kr ak�ow A46, 257 (1906); trad. fran�c. : Essai d'une th �eorie du

mouvement brownien et de milieux troubles, Bul l. International de l'A cad�emie des Sciences de Cracovie, pp. 577-
602 (1906) ; trad. all. Ann. d. Physik 21, pp. 756-780 (1906).

42 M. R. von Smolan Smoluchowski, Sur le chemin moyen parcouru par les mol�ecules d'un gaz et sur son rapport
avec la th�eorie de la di�usion , Bul letin International de l'A cad�emie des Sciences de Cracovie, p; 202-213 (1906).

43 Louis Bachelier, �a qui l'on accorde souvent de nos jours le cr�edit de cette d�ecouverte, fut m�econnu. Comme le
raconte excellemment Benô�t Mandelbrot dans The Fractal Geometry of Natur e, ce fut Kolmogoro v en 1931 qui
sortit son nom de l'oubli dans un article aux Mathematische Annalen. Bachelier �etait int �eress�e par la th �eorie de la
sp�eculation �a la bourse de Paris, et avait d�evelopp�e dans sa premi �ere th �ese,�a partir des marches al�eatoires discr�etes,
une th �eorie des processusstochastiques proche de la th �eorie moderne du mouvement brownien, le \pro cessusde
Wiener". Sa th �ese est d�edi�ee �a Poincar�e, qui faisait aussi partie du jury �a la Facult �e des Sciences de Paris, et
il est intriguan t de noter que le sujet de la Seconde Th �ese : Prop ositions donn�ees par la Facult �e, s'in titulait :
R�esistance d'une masse liquide ind�e�nie pourvue de frottements int �erieurs, r�egis par les formules de Navier, aux
petits mouvements vari �es de tr anslation d'une sph�ere solide, immer g�ee dans cette masse et adh�erente �a la couche
uide qui la touche.

Mais il n'y a pas mention dans la premi �ere th �ese, publi �ee aux Ann. Sci. �Ecole Normale Sup�erieur e 17, 21-86
(1900), qu'il y ait aucun lien entre le probl �eme de la sp�eculation et le mouvement d'une sph�ere dans un uide
visqueux.
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Smoluchowski commencepar citer le travail d'Einstein de 1905 et �ecrit que les r�esultats de
celui-ci \sont en complet accord avec ceux que j'ai obtenus il y a quelquesann�ees par une ligne
de pens�ee compl�etement di� �erente, et quej'ai depuisconsid�er�es comme un argument important en
faveur de la nature cin�etique de ces ph�enom�enes." Cependant, il ajoute plus loin que sa m�ethode
lui sembleplus directe, plus simple et peut-̂etre plus convaincante que celle d'Einstein."

�A la di� �erenced'Einstein qui �evite tout traitement des collisions au b�en�e�ce de l'approche
de thermodynamique g�en�erale que nous avons vue, Smoluchowski a une vision cin�etique claire �a
l'esprit et traite le mouvement brownien comme une marche al�eatoire ou un jeu de pile ou face
(voir la �gure 2).

0

a

r

Figure 2: Marche al�eatoire sur un r�eseau carr �e de mail le �el�ementaire a. On tir e au hasard chaque
pas. En deux dimensions, il existe deux m�ethodes�equivalentes.Dans la premi�ere, on tir e �a pile ou
face (avec probabilit�e 1=2) une direction, verticale ou horizontale, et ensuite le sens de parcours
selonla direction choisie.Dans la secondem�ethode, on tir e demani�ere �equiprobable(avec probabilit�e
1=4) l'une desquatre directions possibles.Dans la limite continue o�u le pas a du r�eseau tend vers
0, une tr �es longuemarche al�eatoire va prendre l'aspect du mouvementbrownien de la �gur e 1.

La nouveaut�e et l'originalit �e de son approche viennent du remplacement d'un probl�eme in-
croyablement di�cile (une particule brownienne en collisions dans un gaz ou un liquide) par un
processusstochastique relativement simple. Chaque �ev�enement dynamique comme une collision
est trait �e commeun �ev�enement al�eatoire semblable �a un jeu de pile ou faceou au lancement d'un
d�e, dont les probabilit �es�el�ementaires sont (dans une certaine mesure)d�etermin�eespar les lois de
la m�ecaniquesous-jacentes. Ce mode de raisonnement fait partie int�egrale de nos jours du cadre
de pens�eede la m�ecaniqueou physique statistique, et, commele fait remarquer Marc Kac, il nous
est probablement di�cile d'imaginer la hardiesseintellectuelle qu'il fallut �a Smoluchowski pour le
mettre en oeuvre dans les premi�eresann�eesdu si�ecledernier.

1.4.3 Contributions de Smoluchowski

Smoluchowski �etait au courant des derniers travaux sur le mouvement brownien et en particulier
desplus r�ecents de Felix Exner. Ce dernier lui envoya en 1900des diagrammesfaits de m�emoire,
appel�es\Krix-Krax" en raison de l'aspect entrecrois�edesdi� �erents \sauts" apparents ex�ecut�espar
une particule brownienne observ�eeau microscope selonune suite discr�ete d'instants.

Smoluchowski commen�ca par faire justice des arguments de N•ageli qui a�rmait qu'une col-
lision d'une mol�ecule d'eau sur une sph�ere de 0,001 mm de diam�etre entra �̂nerait une vitesse
de 3 � 10� 6 cm/s, qui serait inobservable au microscope, et qu'en outre les e�ets des collisions
s'annuleraient en moyenne. Il compara ce mode de pens�ee avec celui d'un joueur qui croirait ne

Nous avons vu plus haut l'in t �erêt port �e par Poincar�e au mouvement brownien en relation avec la princip e de
Carnot, int �erêt pleinement con�rm �e ici par le sujet prop os�e par la Facult �e ! On peut alors se demander quel a �et�e
l' �echange entre Poincar�e et Bachelier lors de la soutenance, et pourquoi ils n'ont pas �etabli eux-mêmes la th �eorie
quantitativ e du mouvement brownien, avant Einstein et Smoluchowski.
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jamais pouvoir perdre plus que le montant d'une mise, malgr�e destirages r�ep�et�es! En poursuivant
l'analogie plus loin, il calcula pour le jeu de pile ou face comment les gains choisis positifs (ou
n�egatifs) cumul�esd'un joueur croissent avec le nombre n de tirages (le \temps").

Soit pn;m la probabilit �e d'avoir rencontr �e m cas favorablessur un total de n tirages, soit un
gain net de m � (n � m) = 2m � n. Cette probabilit �e s'�ecrit

pn;m =
1
2n

n!
m!(n � m)!

=
1
2n Cm

n ;

o�u le nombre de combinaisonsCm
n est le nombre de choix de m objets pris parmi n.

La d�eviation positive ou n�egative moyenne par rapport �a la valeur z�ero, � n , c'est-�a-dire la
moyennede la valeur absoluedu gain ou de la perte apr�esn tirages, secalcule alors comme

� n = hj2m � nji = 2
nX

m = n= 2

(2m � n)pn;m = 2
nX

m = n= 2

(2m � n)
1
2n Cm

n =
n
2n C

n
2

n ;

o�u l'on a suppos�e, pour simpli�er les notations, n pair. Pour n grand, on utilise alors la formule de
Stirling, n! ' nn e� n

p
2� , pour �evaluer � n :

� n '

r
2n
�

; n � 1:

La moyennearithm �etique desgainsou pertessuccessifspar rapport �a la valeur 0 crô�t donc commep
n, aussipetit que soit leur incr�ement, et quand bien mêmela moyennealg�ebriqueest nulle. Or le

nombre analoguen de collisionsmol�eculairespar secondesur une sph�ere,estim�e par Smoluchowski,
�etait de 1016 dans un gaz et de 1020 pour un liquide. Si le gain en vitesse est �a chaque collision
de l'ordre de 10� 6 cm/s, on obtient une vitessecumul�eemoyennede 102 �a 104 cm/s par seconde.
Smoluchowski mod�erecependant imm�ediatement cette conclusionenremarquant quelesvaleursdes
gains individuels en vitessevont uctuer, et qu'une vitessede valeur �elev�eediminue la probabilit �e
d'un gain positif suppl�ementaire.

Il montre ensuitequ'une \vraie" vitesseded�eplacement s'obtiendrait plut ôt par l' �equipartition
de l' �energiecin�etique, et conduirait �a une vitesse de l'ordre de 0,4 cm/s, encore beaucoup trop
grande par rapport aux observations exp�erimentales ! En e�et, les diagrammesd'Exner en \Krix-
Krax" donnaient une vitessed'environ 3 � 10� 4 cm/s, un d�esaccordapparemment irr �econciliable.
D'apr �esSmoluchowski, \c ette contradiction, d�ej�a remarqu�eepar F. Exner, sembleformer �a premi�ere
vue une objection d�ecisive �a la th�eorie cin�etique. Et pourtant l'explication en est tr �es simple."

Il avanceen e�et l'explication simple et lumineusesuivante : une telle vitesseest trop grande
pour être visuellement observable avecun microscope de grossissement 500.Ce que l'on observe est
la position moyenned'une particule anim�eede cette vitesse,mais bouscul�ee1020 fois par seconde,
et �a chaquefois dans une direction di� �erente, de sorte que l'on ne peut observer la vitesseinstan-
tan�ee.Chaqued�eplacement en zig-zagest incomparablement plus petit que la taille de la particule,
et ce n'est que lorsque la sommeg�eom�etrique de ces�el�ements atteint une certaine valeur que l'on
peut observer un d�eplacement, qui nous apparâ�t comme plus lent. C'est bien ŝur en substance
l'argument d'Einstein, mais ici aid�e par l'image concr�ete de la th�eorie cin�etique : le d�eplacement
moyen est la quantit �e physique observable, tandis que la vitessene l'est pas.

Apr �escesconsid�erations qualitativ es,mais illuminan tes, Smoluchowski d�eveloppe sonmod�ele
de collisions al�eatoires. Soient m et v (resp. m0 et v0) la masseet la vitesse de la particule en
suspension(resp. desmol�eculesdu liquide). Par �equipartition de l' �energie,on attend en moyenne
la relation :

v
v0 =

r
m0

m
: (42)

Il a�rme que d'apr�es \les lois de collision de sph�eres �elastiques", le changement de la vitessede
la sph�ere en suspension est, lors d'une collision, donn�e en moyenne par une petite composante
transverse�m 0v0=m, o�u � = 3=4. Il en r�esulteun changement al�eatoire de la direction de la vitesse
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d'un petit angle " = �m 0v0=mv. (D'apr �es(42), on a aussien moyenne" = �v =v0.) Il supposeaussi
que les impacts mol�eculairesarrivent �a desintervallesde temps �egaux,cequi fait que la tra jectoire
de la particule est une châ�ne faite de segments de longueurs�egales.

Autrement dit, Smoluchowski adapte la description du libre parcours moyen d'une mol�ecule
dans un gaz, si ce n'est qu'ici la persistancedu mouvement est raccourcie par la pr�esencedes
nombreusemol�eculesdu uide environnantes.

Le probl�emedu mouvement brownien est donc ramen�e math�ematiquement �a celui de trouver
la distance bout-�a-bout moyenne, � 2

n , d'une châ�ne compos�eede n segments, tous de longueur `,
tourn�e al�eatoirement chacun d'un petit angle " par rapport au pr�ec�edent. Il en obtient la solution
g�en�eralepar une r�ecurrenceassezcompliqu�eeimpliquant desint�egralesmultiples angulairessur les
fonctions trigonom�etriques, sousla forme :

� 2
n = `2

�
2n
�

+ 1 � n � 2
(1 � � )2 � (1 � � )n +2

� 2

�
; (43)

o�u � = 1 � cos" ' " 2=2.
Dans la limite o�u n� est petit, on trouve

� 2
n = n`

�
1 �

n�
6

�
; (44)

ce qui repr�esente une tra jectoire quasi-ballistique.
Dans le cas contraire d'un grand nombre de collisions, n� grand devant l'unit �e, le premier

terme de (43) domine et l'on trouve le r�esultat attendu :

� 2
n = `2 2n

�
= `2 4n

"2 : (45)

Si l'on note �n le nombre de collisions par unit �e de temps, tel qu'il y ait n = �n t collisions en un
temps t, on a pour libre parcours ` = v=�n, et en utilisant " = �v =v0, on trouve un d�eplacement
carr�e moyen au bout du temps t

� 2
n � � 2

t =
4

� 2

v02

�n
t: (46)

L'impulsion mv dela particule ensuspensionchangeenmoyenned'une quantit �e � 0m0v par collision,
o�u, d'apr�esSmoluchowski, � 0 = 2=3, ce qui implique une force de friction F = � �n� 0m0v, et donc
un coe�cien t de �ction � = �n� 0m0. Par substitution de � �a �n : � 2

t = 4� 0

� 2
m 0v0 2

� t: Par �equipartition
de l' �energiecin�etique des mol�eculesdu uide environnant : hm0v02 i = 3RT=N , et le r�esultat de
Smoluchowski devient �nalement

� 2
t =

2� 0

� 2 6
RT
� N

t: (47)

On retrouve bien le r�esultat d'Einstein-Sutherland (10),(25), cette fois en trois dimensions,avec
un facteur num�erique d'origine cin�ematique suppl�ementaire 2� 0=� 2 = (4=3)3 = 64=27, qui, en
raison de diversesapproximations physiqueset g�eom�etriques faites en chemin, n'est peut-être pas
surprenant ! Les exp�eriencesde Svedberg en 1907semblaient favoriser ce r�esultat, mais Langevin
mentionna plus tard en 1908, dans son article aux Comptes Rendus, qu'une fois cesapproxima-
tions corrig�ees,la m�ethodestochastiquede Smoluchowski redonnait bien la formule (25) d'Einstein.
Smoluchowski lui-mêmeadopta cette formule dans sesarticles ult �erieurs.

Il donnera ensuite la th�eorie compl�ete des uctuations de densit�e au sein d'un ensemble
de particules browniennes,ainsi que celle de leur s�edimentation en champ de pesanteur et de la
coagulation des collo•�des.44 Le nom de Smoluchowski reste ainsi traditionnellement attach�e �a la
g�en�eralisation de l' �equation de di�usion (13) dans un champ de force F :

@P
@t

= D� P �
1
�

div(F P); (48)

44 M. R. von Smolan Smoluchowski, Dr ei Vortr•age •uber Di�usion, Br ownsche Molekular Bewegung und Koagula-
tion von Kol loidteilchen , Physikaliche Zeitschrift , Jg. 17, p. 557-571, 585-599 (1916).
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o�u � est le mêmequ'en (11), �equation qui s'applique directement au casdu champ de pesanteur.
En une dimension, elle s'�ecrit sousla forme simple, dite ausside Fokker-Planck45 46

@P(x; t)
@t

= D
@2

@x2 P(x; t) +
1
�

@
@x

�
@V(x)

@x
P(x; t)

�
; (49)

pour un champ de force F (x) d�erivant du potentiel V (x).
Mentionnons aussiqu'on lui doit encorela th�eorie de l'opalescencecritique, avec Einstein.

1.4.4 Le mouvement brownien et le secondprincip e

Un aspect du travail de Smoluchowski concerneainsi la formulation statistique correcte du second
principede la thermodynamique.Avecdesdonn�eesr�ecentesdeTheodor Svedbergsur le mouvement
brownien, il poss�edait les donn�eesexp�erimentales qui lui permirent, arm�e de sa propre th�eorie des
uctuations au voisinage de l' �equilibre, d'estimer temps de r�ecurrenceet temps de persistance
pour un syst�emel�eg�erement hors d'�equilibre, et d'en constater l'accord exp�erimental. Il n'y avait
l�a ni espacede phase, ni th�eor�eme de Liouville comme en m�ecaniquestatistique classique�a la
Boltzmann, mais simplement calcul desprobabilit �es.

En y incorporant la th�eorie des uctuations, il s'attacha �a donner une formulation correcte
du secondprincipe de la thermodynamique, o�u ce principe apparaissait comme valide seulement
dans un sensstatistique, et susceptiblede multiples entorsesau niveau microscopique.

[Il est �a noter que ces discussions sont un sujet tr �es actuel de recherche. Il existe en e�et aujourd'h ui des

r�esultats th �eoriques nouveaux, connus sous le nom de th �eor�eme de uctuations de Gallavotti-Cohen 47 ou �egalit �e

de Jarzynski. 48 Ils quanti�en t le tra vail moyen spontan�e fourni par une source de chaleur, lors de ph�enom�enes

irr �eversibles. Les manipulations de mol�ecules biologiques uniques, comme celles d'ADN ou d'ARN, qui sont des ob-

jets m�esoscopiques,permetten t de tester exp�erimentalement ces relations. L'in terpr �etation de ces r�esultats et de ces

exp�eriencesest �a l'heure actuelle l'ob jet d'un vif d�ebat, tout comme aux premiers temps du mouvement brownien !49 ]

Avec Einstein, Smoluchowski partage le cr�edit d'avoir montr �e l'imp ortance des uctuations
microscopiquesen physique statistique, tout en promouvant l'approche probabiliste. En ce sens,
il se r�ev�ela commele grand mâ�tre h�eritier en physique de la Doctrine deschances d'Abraham de
Moivre.

Marian von Smoluchowski mourut pr�ematur�ement en 1917, �a l' âge de quarante-cinq ans, �a
Cracovie.

1.5 Paul Langevin

Connaissant le tr �es grand int�er̂et th�eorique du mouvement brownien, signal�e par les travaux de
Gouy, Einstein, et Smoluchowski, Langevin reprit cesderniers en 1908.Il dit que le facteur 64/27
du r�esultat de Smoluchowski, dû aux approximations faites, est erron�e et que le r�esultat co•�ncide
avec la formule d'Einstein (25) apr�es correction. Ensuite, il fournit une autre d�emonstration de
celle-ci, qui contient le premier exemplemath�ematique d'�equation stochastique.

1.5.1 �Equation de Langevin

L'argument de Langevin est lumineux et nous suivons �d �element sa d�emonstration.50 Le point
de d�epart est le th�eor�eme d'�equipartition de l' �energie cin�etique, dû �a Maxwell. Celui-ci stipule
que l' �energied'une particule en suspensiondans un uide en �equilibre thermique poss�ede,dans la

45 A. D. Fokker, Th �ese,Leiden (1913) ; Ann. d. Physik 43, 810 (1914).
46 M. Planck, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wissens. p. 324 (1917) ; in Physikalische Abhandlungen und Vortr•age

I I, p. 435, Vieweg, Braunschweig (1958).
47 G. Gallavotti et E. G. D. Cohen, Phys. Rev. Lett. 74, 2694-2697 (1995) ; J. Stat. Phys. 80, 931-970 (1995).
48 C. Jarzynski, Phys. Rev. Lett. 78, 2690-2693 (1997).
49 Le lecteur int �eress�e pourra consulter �a ce sujet le texte du S�eminaire Poincar�e sur L'Entr opie (2003), disponible

sur le site web www.lpthe.jussieu.fr/p oincare, et publi �e dans : J. Dalibard, B. Duplan tier, & V. Rivasseau( �Eds.),
Poincar�e Seminar 2003, Progress in Mathematical Physics, vol. 38, Birkh•auser, Bâle (2004).

50 P. Langevin, C. R. Ac. Sci. Paris 146, 530 (1908).
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direction x par exemple,une �energiecin�etique moyenne 1
2

RT
N , �egale�a celled'une mol�eculegazeuse

de nature quelconque,dans une direction donn�ee, �a la même temp�erature. Ceci est en relation
directe avec la loi de Van't Ho� vue plus haut, qui stipule l'identit �e entre solutions dilu�eeset gaz
parfaits. Si v = dx

dt est la vitesse �a un instant donn�e de la particule dans la direction consid�er�ee,
on a donc pour la moyenne�etendue�a un grand nombre de particules identiques de massem

1
2

mhv2 i =
1
2

RT
N

: (50)

Une particule commecellequenousconsid�erons,grandepar rapport aux mol�eculesdu liquide, et se
mouvant �a la vitessev par rapport �a celui-ci subit une r�esistancevisqueuse�egale�a � 6� � av, d'apr�es
la formule de Stokes. En r�ealit�e, cette valeur n'est qu'une moyenne,et en raison de l'irr �egularit�e
deschocsdesmol�eculesenvironnantes, l'action du uide sur la particule oscilleautour de la valeur
pr�ec�edente, de sorte que l' �equation du mouvement est, dans la direction x, selon l' �equation de la
dynamique de Newton

m
dv
dt

= m
d2x
dt2 = � 6� � av + X : (51)

La force compl�ementaire X , intro duite par Langevin, est al�eatoire, ou encorestochastique. On sait
a priori peu de chosesd'elle, si ce n'est qu'elle est indi� �eremment positive et n�egative, et que sa
grandeur est telle qu'elle maintient l'agitation de la particule qui, sanselle, �nirait par s'arrêter
sousl'e�et de la r�esistancevisqueuse.

L' �equation (51), multipli �eepar x, peut s'�ecrire encore51

mx
dv
dt

=
1
2

m
d2x2

dt2 � mv2

= � � xv + xX = � �
1
2

dx2

dt
+ xX ; (52)

o�u le coe�cien t de friction � repr�esente commeauparavant � = 6� � a. Si nousconsid�eronsun grand
nombre de particules identiques et prenons la moyenne des �equations (52) �ecrites pour chacune
d'elles, la valeur moyennedu terme xX est \ �evidemment" nulle �a causede l'irr �egularit�edesactions
al�eatoiresX , et l'on trouve52

1
2

m
d2hx2 i

dt2 � mhv2 i = � �
1
2

dhx2 i
dt

: (53)

On poseu = 1
2

dhx 2 i
dt , et l'on utilise l' �equipartition de l' �energiecin�etique (50) pour arriver �a une

simple �equation di� �erentielle du premier ordre :

m
du
dt

�
RT
N

= � �u: (54)

La solution g�en�eraleest de la forme

u =
RT
� N

+ C exp
�

�
�
m

t
�

; (55)

51 On utilise, puisque v = dx
d t , les identit �es de d�erivation xv = x dx

d t = 1
2

dx 2

d t , et x dv
d t = x d2 x

d t 2 = 1
2

d2 x 2

d t 2 � v2 :
52 Il est �a noter que la force X dispara�̂t de la suite du calcul grâce �a cette assertion. Le seul rôle, sous-jacent, de

X est donc d'assurer la possibilit �e physique d'une moyenne cin�etique hv2 i 6= 0. �A la r�eexion, l'assertion hxX i = 0
n'appara �̂t pas si �evidente que cela, car il aurait pu exister des corr�elations subtiles entre position x, et force stochas-
tique, X , comme il en existe entre vitesse et force stochastique. L'existence de deux types de calculs stochastiques, �a
la It ô et �a la Stratono vitc h, illustre cette di�cult �e. (Voir par exemple N. G. van Kamp en, Stochastic Processes
in Physics and Chemistry , Elsevier, Amsterdam (1992).) Einstein fait la même supposition dans sa troisi �eme
d�emonstration du mouvement brownien, voir �a part la traduction de sa conf�erence du 2 novembre 1910 devant
la Soci�et�e de Physique de Z•urich.
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o�u C est une constante arbitraire. 53 Le terme exponentionnellement d�ecroissant s'�evanouit rapide-
ment et le r�esultat prend la valeur constante du premier terme en r�egimepermanent au bout d'un
temps � de l'ordre de m

� ou 10� 8 secondeenviron pour les particules sur lesquellesle mouvement
brownien est observable.

On a donc, en r�egimepermanent d'agitation,

u =
1
2

dhx2 i
dt

=
RT
� N

; (56)

d'o�u, pour un intervalle de temps t,

hx2 i =
2RT
� N

t =
RT
N

1
3� � a

t; (57)

si l'on supposela particule avoir �et�e observ�ee�a l'origine au temps t = 0. La m�ethode de Langevin
redonnebien le r�esultat d'Einstein (25). Sansle savoir, Langevin venait dans cet article, publi�e en
1908 aux Comptes Rendus de l'Acad�emie des Sciences,d'in tro duire le premier �el�ement, la force
al�eatoire X , de ce qui allait devenir le calcul stochastique.54

1.5.2 Constante de Boltzmann

La constante de Boltzmann, kB , est obtenue en rapportant la constante molaire desgaz parfaits,
R, au nombre d'Av ogadro, N , de mani�ere �a obtenir une quantit �e qui serapporte �a une mol�ecule:

kB =
R
N

= 1; 381� 10� 23 J K � 1: (58)

L' �energiekB T donne l' �energied'agitation thermique moyenne �a la temp�erature usuelle : kB T =
4 � 10� 21 J. La constante kB n'a pas �et�e intro duite par Boltzmann, mais par Planck, dans son
c�el�ebre expos�e du 14 d�ecembre 1900 sur le rayonnement du corps noir, en même temps que la
constante de Planck, h !

1.5.3 Analyse de la solution de l' �equation de Langevin

La m�ethode donn�eeen section (1.5.1) est celle suivie par Langevin dans son article original. Une
formulation plus actuelle consiste �a se donner les fonctions de corr�elation temporelles de la force
stochastique X sousla forme canonique:

hX i = 0; hX (t)X (t0)i = A� (t � t0); (59)

o�u A est un coe�cien t �a d�eterminer et o�u � (t � t0) est la distribution de Dirac. La g�en�eralisation
�a d dimensionsen est

h~X i = ~0;

hX i (t)X j (t0)i = A� ij � (t � t0); (60)

o�u � ij est le symbole de Kronecker pour les indices de coordonn�eesi; j = 1; � � � d:
On int�egrefacilement l' �equation lin�eaire concernant la vitesse

m
d~v
dt

= � � ~v + ~X : (61)

53 Ici, il semble y avoir une contradiction entre l'existence d'un terme exponentiel et l'h ypoth�ese d' �equipartition
de l' �energie, mhv2 i = RT

N , faite pour tout t par Langevin, car ce n'est qu'�a t grand que les e�ets de m�emoire
sont exponentiellemen t amortis. Cette hypoth�ese, ainsi qu'une solution du type de celle obtenue en (55), peuvent
cependant être correctes �a tout t , pourvu que l'on pose la même condition sur la vitesse initiale, ce qui va en fait
�xer la valeur de la constante C �a être �egale �a C = � RT

�N . Nous y revenons plus loin dans l' �etude d�etaill �ee de la
solution de l' �equation de Langevin.

54 J. L. Doob, The Brownian Motion and Stochastic Equations, Ann. of Math. , 43, pp. 351-369 (1942), r�eimpr.
dans [Wax 1954, pp. 319-337], op. cit.
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en

~v(t) = ~v(0) e� �
m t +

1
m

Z t

0
dt0 ~X (t0) e� �

m ( t � t 0) : (62)

En prenant alors le carr�e de la vitesseet en utilisant les formules(60), on trouve la valeur moyenne
de l' �energiecin�etique au temps t

1
2

mh~v 2(t)i =
Ad
4�

�
1 � e� 2 �

m t
�

+
1
2

m~v 2(0)e� 2 �
m t : (63)

On voit donc que cette �energie relaxe vers une valeur constante �a grand temps, c'est-�a-dire �a
l' �equilibre. Du th�eor�emede l' �equipartition de l' �energiecin�etique,

1
2

mh~v 2(t)i t !1 =
d
2

kB T; (64)

on d�eduit alors l'identit �e importante

A = 2�k B T: (65)

On obtient donc

h~v 2(t)i =
dkB T

m
+

�
~v 2(0) �

dkB T
m

�
e� 2 �

m t : (66)

Une seconde�etape consiste ensuite �a int�egrer l' �equation (62) pour obtenir le d�eplacement
~r (t) � ~r (0). Prenant ensuite le carr�e de celui-ci, puis la valeur moyenne stochastique �a l'aide des
formules (60), on obtient apr�escalculs :

h[~r (t) � ~r (0)]2i = 2dD
�
t �

m
�

�
1 � e� �

m t
� �

+
�

~v 2(0) �
dkB T

m

� �
m
�

� 2 �
1 � e� �

m t
� 2

; (67)

o�u, commeauparavant, D = kB T=� . La d�eriv�eeu consid�er�eepar Langevin est alors donn�eepar

u =
1
2

d
dt

h[~r (t) � ~r (0)]2i

= d
kB T

�
� ~v 2(0)

m
�

e� �
m t +

�
~v 2(0) �

dkB T
m

�
m
�

e� 2 �
m t : (68)

Remarquonstout d'abord que cesr�esultats tendent asymptotiquement pour t grand, soit t � � =
m=� , vers lesr�esultats d'�equilibre thermique et le mouvement de di�usion associ�e, commeattendu.

On remarquealors le rôle jou�e par la vitesseinitiale dans les e�ets de m�emoire et l'approche
�a l' �equilibre. Une valeur tr �esparticuli �ere de ~v 2(0) est la valeur d'�equipartition dk B T

m . Pour celle-ci
uniquement, la vitessecarr�eemoyennetrouv �eeen (66) devient invariante dans le temps, h~v 2(t)i =
dk B T

m ; 8t. Le d�eplacement carr�e moyen (67) prend alors la forme simple d'Ornstein (39), et la
quantit �e u (68) prend la forme pr�edite par Langevin en (55), avec une valeur d�etermin�ee pour
C. D'une mani�ere coh�erente, on obtient aussi le mêmer�esultat si l'on prend pour ~v 2(0) sa valeur
la plus probable, c'est-�a-dire sa moyenne thermique d'�equipartition . Ceci permet de comprendre
a posteriori la possibilit�e de la d�emarche de Langevin qui posait l'identit �e (50) au milieu de la
d�emonstration, ce qui le pla�cait d'embl�eedans le casstationnaire de l' �equipartition !

En revanche, si l'on donne �a la vitessecarr�ee initiale ~v 2(0) une valeur di� �erente de celle de
l' �equilibre, la relaxation vers celui-ci se fera de mani�ere un peu plus complexe,comme on le voit
sur les r�esultats complets donn�esci-dessus.

Le r�egimedes temps courts, m
� � t , d�epend aussinaturellement desconditions initiales. On

trouve en e�et en d�eveloppant (67) le r�egimeballistique attendu

h[~r (t) � ~r (0)]2i = ~v 2(0) t2 + O(t3);

qui recoupe naturellement (41) si l'on prend une fois encorela valeur d'�equipartition.
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1.5.4 Mod�ele microscopique

La force propos�ee par Langevin, � �v + X , ne peut être qu'une approximation de la r�ealit�e
mol�eculaire sous-jacente, faite de collisions innombrables o�u des corr�elations multiples dues aux
interactions entre mol�eculesexistent �a des temps tr �escourts. La forme choisie en (59,60) pour les
uctuations du terme stochastique X est celled'un bruit blanc sansm�emoire,qui n�egligedonc ces
corr�elations temporelles.

En outre, la forme hydrodynamique du terme de friction, � �v , est en fait une description
qui appartient au continu, ce qui n�ecessiteque les collisions sur la particule en suspension soient
extr êmement fr�equentes. La massem de celle-ci doit alors être assezgrande pour que le temps
caract�eristique � = m=� soit grand devant la fr�equenceinversedescollisions.

Pour sefaire une id�eede l'origine de l' �equation de Langevin (51) et de sesparam�etres � et A
(65), il est cependant naturel de consid�erer le mod�elele plus simple, o�u lescollisionsde la particule
en suspensionsefont avec les particules d'un gaz parfait environnant, et donc sansinteraction.55

On consid�eredoncun gazparfait de particules identiques de massesm0, dedensit�eparticulaire
n0 �a la temp�erature T , et baignant la particule de massem en suspension.Pour simpli�er, on prend
cegaz �a une dimension, cequi permet d'�ecrire des�equationsde collisions �elastiquesdu gaz avec la
particule suspenduequi sont particuli �erement simples.On trouve alors que l' �equation de variation
de l'impulsion de la particule test est similaire �a l' �equation de Langevin, avec des coe�cien ts
explicites56

� = 4n0

r
2m0kB T

�
; A = 8n0kB T

r
2m0kB T

�
; (69)

et � et A v�eri�en t donc bien (65).
Il est alors particuli �erement int�eressant de r�ecrire cestermes en fonctions desgrandeurs mo-

laires qui caract�erisent le gaz parfait. On intro duit ainsi la pression57 du gaz, p0, qui ob�eit �a
l' �equation desgaz parfaits p0 = n0kB T, ce qui donne

� = 4p0

r
2M
� RT

; A =
2RT
N

4p0

r
2M
� RT

; (70)

o�u M = N m0 est la massemolaire du gaz.

1.5.5 Discontinuit �e de la Nature et existencedu mouvement brownien

On peut alors remarquer que les r�esultats explicites ci-dessus,sousleur derni�ere forme (70), per-
mettent d'a�rmer rigoureusement que la formule de Sutherland-Einstein (10), D = RT

� N , re �ete
bien l'existence desmol�ecules.

En e�et, le coe�cien t de friction � peut bien s'exprimer ind�ependamment du nombre
d'Av ogadro N , et ne d�epend que de la constante des gaz parfaits R et des param�etres macro-
scopiquesdu gaz environnant, pressionp0, temp�erature T , et massemolaire M . En revanche, la
variance A de la force stochastique de Langevin, qui contr ôle la di�usion, continue �a d�ependre de
N et tend vers 0 lorsque le nombre d'Av ogadro tend vers l'in�ni.

De même, la limite du coe�cien t de di�usion, D = RT
� N , dans l'hypoth�ese o�u le nombre

d'Av ogadro serait in�ni, N ! 1 , est donc bien nulle, autrement dit le mouvement brownien
cesserait imm�ediatement si la Nature �etait continue ! Une branche enti �ere des math�ematiques
n'aurait alors peut-être jamais vu le jour.

55 D. Durr, S. Goldstein, J. L. Lebowitz, A Mechanical Model of Br ownian Motion , Commun. Math. Phys. 78,
507 (1981).

56 On calcule, dans le processusde collision discret, la variation moyenne de l'impulsion hdp
d t i = � � hvi ainsi que

les uctuations hdp( t )
d t

dp( t 0)
d t 0 i � hdp( t )

d t ih dp( t 0)
d t 0 i = A� (t � t0) + � � � , et trouv e par comparaison les valeurs (69) des

param�etres � et A de l' �equation de Langevin. Voir l'article de B. Derrida et �E. Brunet dans Einstein aujour d'hui ,
�eds. M. Leduc et M. Le Bellac, Savoirs actuels, EDP Sciences/CNRS �Editions (2005).

57 En une dimension, la pression p0 est homog�ene �a une force, car les bords de la \b ô�te" contenant le gaz sont des
points.
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1.6 Les exp�eriencesde Jean Perrin

1.6.1 Le triomphe de l'\h ypoth�esemol�eculaire"

Jean Perrin est souvent cr�edit�e d'avoir �etabli la th�eorie d'Einstein-Smoluchowski-Sutherland par
sesbelles exp�eriences.Il fut aussi un propagandiste remarquable des id�eesatomistes. La lecture
de son livre, Les Atomes,58 qui contient une description d�etaill �ee des exp�eriencesmen�eessur le
mouvement brownien, est vivement recommand�ee.Elle commencepar :

\ Mol �ecules : Il y a vingt si�eclespeut-être, sur les bords de la mer divine, o�u le chant des a�edesvenait �a peine

de s'�eteindre, quelques philosophes enseignaient d�ej�a que la mati �ere changeante est faite de grains indestructibles

en mouvement incessant, atomes que le hasard ou le destin auraient group�es au cours des âges selon les formes ou

les corps qui nous sont familiers. Mais nous ne savons presque rien de ces premi �eres th �eories."

Il insista par ailleurs sur l'id �eeque les fonctions continuesnon-d�erivables, telle la tra jectoire
du mouvement brownien, �etaient tout aussinaturelles que les fonctions d�erivables,objets de toutes
les �etudes. Dans la pr�efacedes Atomes, consid�erant la forme aux irr �egularit�es sans limite de la
surface des collo•�des, et faisant le parall�ele avec la forme de la côte de la Bretagne, il annonce
dans une intuition g�eom�etrique fulgurante les id�eesde Lewis Fry Richardson sur les dimensions
anormalesde Hausdor�, qui seront d�evelopp�eespar Benô�t Mandelbrot. 59

On trouve ainsi �a propos du mouvement brownien :

\Nous resterons encore dans la r�ealit �e exp�erimentale, si, mettan t l'o eil au microscope, nous observons le

mouvement brownien qui agite toute petite particule en suspension dans un uide. Pour �xer une tangente �a sa

tra jectoire, nous devrions trouv er une limite au moins approximativ e �a la direction de la droite qui join t les positions

de cette particule en deux instan ts successifstr �esrappro ch�es. Or, tant que l'on peut faire l'exp �erience, cette direction

varie follement lorsque l'on fait d�ecrô�tre la dur �ee qui s�epare ces deux instan ts. En sorte que ce qui est sugg�er�e par

cette �etude �a l'observateur sanspr�ejug�e, c'est encore la fonction sansd�eriv �ee,et pas du tout la courbe avec tangente."

On lit plus loin :
\On ne peut même plus �xer une tangente, même de fa�con approch�ee, �a aucun point de la tra jectoire, et c'est

un cas o�u il est vraimen t naturel de penser �a ces fonctions contin ues60 sans d�eriv �ees que les math �ematiciens ont

imagin �ees,et que l'on regarderait �a tort comme de simples curiosit �eesmath �ematiques, puisque la nature les sugg�ere

aussi bien que les fonctions �a d�eriv �ees."

Ces remarques stimul�erent, semble-t-il, les recherches du jeune math�ematicien Norbert
Wiener.61

Lesbellesexp�eriencesmen�ees�a partir de 1908par Perrin et ses�etudiants, sur des�emulsionsde
gomme-gutte ou de mastic, sont d�ecrites en d�etail dans son article de revue Mouvement brownien
et r�ealit�e mol�eculaire, paru aux Annales de Chimie et de Physique en 1909,62 et qui d�ecrit les
r�esultats parus dans de nombreusesNotes aux ComptesRendus.

Perrin commen�ca par v�eri�er la r�epartition exponentielle de la densit�e de particules n dans
une suspension,en fonction de l'altitude h dans un champ de gravitation g, formule qui g�en�eralise
la formule barom�etrique pour l'atmosph�ere. Il l' �ecrit sousla forme

2
3

W ln
n0

n
= � (� � � 0)gh; (71)

o�u � est le volume de chaquegrain, � et � 0 lesmassesvolumiquesdesgrains et du liquide intergran-
ulaire, et, last but not least, W l' �energiecin�etique moyennepar particule (soit W = 3

2
RT
N = 3

2 kB T).

58 J. Perrin, Les Atomes, F�elix Alcan, Paris (1913) ; r�e�edition Champs Flammarion (1991).
59 B. Mandelbrot, Les objets fractals, (3�eme �ed.), suivie de Survol du langage fractal , Flammarion, Nouvelle Bib-

lioth �eque scienti�que (1989).
60 \ Continues parce que nous ne pouvons imaginer que le granule passed'une position �a une autre sans couper un

plan quelconque de part et d'autre duquel se trouv ent ces deux positions.
61 N. Wiener, I am a Mathematician , Doubleday, Garden Cit y, NY (1956).
62 J. Perrin, Ann. Chim. Phys. 18, 1 (1909) ; disponible en ligne sur http://gallica.bnf.fr/.
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Il remarque : \J'ai indiqu �e cette �equation �a l'o ccasion de mes premi �eres exp�eriences (Comptes rendus, mai

1908). J'ai su depuis que, s�epar�ement, Einstein et Smoluchowski, �a l'o ccasion de beaux tra vaux th �eoriques dont je

parlerai plus loin, avaient d�ej�a vu que la r�epartition exponentielle est une cons�equence n�ecessairede l' �equipartition

de l' �energie. Ils ne semblent pas d'ailleurs avoir song�e qu'on pouvait r�ealiser dans ce sens un experimentum crucis

d�ecidant pour ou contre la th �eorie mol�eculaire du mouvement brownien."

Il poursuit :
\Si l'on peut r�eussir �a mesurer les grandeurs autres que W qui �guren t dans cette �equation, on pourra voir si

elle se v�eri�e et si la valeur qu'elle indique pour W est bien celle qui a �et�e approximativ ement assign�ee �a l' �energie

mol�eculaire. Dans l'a�rmativ e, l'origine du mouvement brownien sera �etablie, et les lois des gaz, d�ej�a �etendues par

Van't Ho� aux solutions, pourron t être regard�eescomme encore valables même pour des �emulsions �a grains visibles."

Il mit ainsi au point un dispositif de centrifugation fractionn�eepour produire des�emulsionsde
taille uniforme, �el�ement cl�edu succ�esde l'entreprise. Par trois proc�ed�esind�ependants pour mesurer
le rayon desparticules, dont l'un �a l'aide de la loi de Stokes,il put au passagev�eri�er la validit �e de
celle-cipour lesparticules en suspension.C'�etait en e�et l'un despoints faibles desd�emonstrations
th�eoriques,car les conditions de continuit �e demand�eespar l'hydrodynamique �etaient loin d' être
clairement remplies dans le casde petits sph�erulesqu'anime un mouvement brownien tr �esactif.

En�n, par desobservations ing�enieuseset patientes, il put v�eri�er la loi de rar�efaction de la
densit�e (71).63 Grâce�a la valeur de W trouv �eeind�ependante desconditions exp�erimentales,hormis
la temp�erature, il v�eri�a la fameuseloi d'�equipartition de l' �energie,et obtint une premi�ere valeur
du nombre d'Av ogadro par cette m�thode, N = 7; 05� 1023, alors que la valeur actuelle admiseest
de N = 6; 02� 1023.

1.6.2 Les formules d'Einstein

Perrin se tourna ensuite vers les formules d'Einstein pour la di�usion brownienne : \...une autre

d�emarche �etait possible et avait �et�e prop os�ee par Einstein 64 , en conclusion de tr �es beaux tra vaux th �eoriques, dont

je dois maintenant parler." Plus loin, il ajoute : \Il me para�̂t juste de rapp eler que, presqu'en même temps

qu'Einstein et par une autre voie, Smoluchowski est arriv �e �a une formule peu di� �erente dans son remarquable

M�emoire sur une th�eorie cin �etique du mouvement brownien (Bul letin de l'A cad�emie de Cracovie, juillet 1906) (r �edig�e

en fran�cais) o�u l'on trouv e, outre des r�eexions tr �es int �eressantes, un excellent historique des tra vaux ant�erieurs �a

1905."

Il commencepar rappeler lestravaux anciensd'Exner, ant�erieurs�a la publication de la formule
du d�eplacement carr�e moyen (25), et dans lesquelson peut voir \au moins une pr�esomption de
v�eri�cation partielle de la formule en question".

�A la suite de la publication de cette formule, la v�eri�cation en fut rapidement tent�ee par
Theodor Svedberg, qui crut y parvenir.65 Perrin fait une critique serr�ee des r�esultats de celui-
ci, et le d�eclare tout bonnement \victime d'une illusion" lors de sa description des tra jectoires
browniennessous�ecoulement \comme r�eguli�erement ondul�eesd'amplitude et de longueur d'onde
bien d�e�nies !" 66

Les r�esultats de Victor Henri, publi�es aux Comptes rendus en 1908, �etaient tir �es d'une
�etude cin�ematographiquemieux fond�ee du mouvement brownien de grains naturels de latex. Le
d�eplacement moyen variait bien commela racine du temps, mais le coe�cien t �etait trois fois trop
grand.67

63 J. Perrin, C. R. Acad. Sci. Paris 146, 967 (1908) ; 147, 475 (1908).
64 \M•oge es bald einem Forscher gelingen, die hier aufgeworfene, f•ur die Theorie der W•arme wichtige Frage zu

entscheiden !"
65 Th. Svedberg, Studien zur Lehre von den kol loidalen L•osungen, Nova Acta Reg. Soc. Sc. Upsaliensis , 2, 1907.
66 Il faut ajouter tout de même que Svedberg re�cut le prix Nobel de chimie en 1926 pour son invention de

l'ultracen trifugeuse.
67 Perrin note alors assezmalicieusement: \Autan t que j'ai pu juger par la conversation, il se produisit alors, chez

les physiciens fran�cais qui suivaient de pr�es cesquestions, un courant d'opinion qui m'a tr �es viv ement frapp �e, en me
prouvant combien est limit �e, au fond, le cr�edit que nous accordons aux th �eories, et �a quel point nous y voyons des
instrumen ts de d�ecouverte plut ôt que de v�eritables d�emonstrations.
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Disposant de grains dediam�etre exactement connu, Perrin chargeaalors son�etudiant Chaude-
saiguesde v�eri�er la loi de d�eplacement brownien par observation directe, s�equenc�ee toutes les
trente secondes,de grains de gomme-gutte de rayon 0; 212 � m.68 Ce fut compl�et�e par desmesure
similaires avec M. Dabrowski69 sur des grains de mastic, et donna ces fameux diagrammes de
positions al�eatoires,que l'on peut trouver dans le livre de Jean Perrin. (Voir �gure 3).

Figure 3: Mouvement brownien. En bas �a gauche: tr �es fort agrandissement,qui montre l'aspect
discretis�e desenregistrementss�equentielsde la position d'une particule en suspension, e�ectu�espar
Jean Perrin et sescollaborateurs. En bas �a droite : agrandissementqui montre l'auto-similarit �e de
la courbe brownienne continue sous-jacente.

La conclusion fut �a \l'exactitude rigoureuse de la formule propos�ee par Einstein", et \que
quelque complication inconnue ou quelque cause d'erreur syst�ematique ont fauss�e les r�esultats
de Victor Henri." Ils en d�eduisirent une nouvelle valeur moyenne du nombre d'Av ogadro, N =
7; 15� 1023. Une belle v�eri�cation, en�n, fut cellede \la loi d'irr �egularit�e de Maxwell", c'est-�a-dire
de la distribution gaussiennede position (23), dans un plan orthogonal �a la gravit �e.

Jean Perrin ne s'arrêta pas en si bon chemin et se tourna vers le mouvement brownien de
rotation. Einstein lui-mêmene pensait pas que sespr�edictions (38) fussent v�eri�ables exp�erimen-
talement, car les vitessesde rotations, trop grandes,semblaient inobservables.En e�et, pour des
grains de 1 � m de diam�etre, la rotation est de 100" par seconde.Perrin put pr�eparerdessph�erules
de diam�etres tr �es importants, de 10 �a 15 � m, et pouvant atteindre jusqu'�a 50 � m, qu'il r�eussit �a
mettre en suspensiondans dessolutions �a 27% d'ur �ee.Pour ceux-ci, la vitesseangulaire tombe �a
quelquesdegr�espar minute. Ils portaient en outre des inclusions de r�efringenceun peu di� �erente,

Sans h�esiter, on admit que la th �eorie d'Einstein �etait incompl �ete ou inexacte. D'autre part, il n'y avait pas lieu
de renoncer �a placer dans l'agitation mol�eculaire l'origine du mouvement brownien, puisque je venais de montrer
par l'exp �erience qu'une �emulsion dilu �eese comporte comme un gaz parfait tr �es densedont les mol�eculesauraient un
poids �egal �a celui des grains de l' �emulsion. On se borna donc �a supposer qu'il s'�etait gliss�e dans les raisonnements
d'Einstein quelque hypoth�esecompl�ementaire injusti� �ee."

68 M. Chaudesaigues, C. R. Acad. Sci. Paris , 147, 1044 (1908) ; Dipl ôme d' �Etudes, Paris (1909).
69 J. Perrin et Dabrowski, C. R. Acad. Sci. Paris , 149, 477 (1909).
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ce qui rendait leur rotation mesurableau microscope ! Il en r�esulta une v�eri�cation spectaculaire
de la deuxi�emeformule d'Einstein (38), cette fois pour desgrains 100000plus lourds que lespetits
grains de gomme-gutte d'abord �etudi�es.70

On lit dans les notes autobiographiquesd'Einstein :
\L'accord de ces consid�erations avec l'exp �erience, ainsi que la d�etermination par Planck de la v�eritable taille

mol�eculaire �a partir de la loi du rayonnement [du corps noir] (�a haute temp�erature) acheva de convaincre les scep-

tiques, qui �etaient fort nombreux �a cette �epoque (Ost wald, Mach), de la r�ealit �e des atomes. L'an tipathie de ces

savants pour la th �eorie atomique peut indubitablemen t être rattac h�ee �a leur attitude philosophique positiviste. Ceci

est un exemple int �eressant du fait que même des savants �a l'esprit audacieux et �a l'instinct a�n �e peuvent se trou-

ver bloqu�es dans l'in terpr �etation des faits par des pr�ejug�es philosophiques. Le pr�ejug�e -qui n'a en aucune mani �ere

disparu entretemps- consiste �a croire que les faits peuvent et doivent apporter par eux-mêmesla connaissancescien-

ti�que sans libre construction conceptuelle. Une telle m�econception n'est possible que parce que l'on ne se rend pas

facilement compte de la lib ert �e du choix de cesconcepts, qui, �a tra vers leur v�eri�cation et un long usage, paraissent

comme en relation imm �ediate avec l'exp �erience empirique."

Perrin re�cut le prix Nobel en 1926 pour son travail sur le mouvement brownien. Son livre,
Les atomes, l'un des livres de physique parmi les plus �ns �ecrits au vingti �emesi�ecle, contient un
postmortem, dans le grand style classique,sur le combat pour �etablir la r�ealit�e desmol�ecules:

\La th �eorie atomique a triomph �e. Nombreux encore nagu�ere, sesadversaires en�n conquis renoncent l'un apr�es

l'autre aux d�e�ances qui longtemps furent l�egitimes et sans doute utiles."

2 Mesures par uctuations browniennes

Sautonsun si�ecle,et observonscomment la th�eoriedesuctuations browniennesdont l' �elaboration
a �et�e d�ecrite ci-dessus,trouve aujourd'hui desapplications spectaculairesen physique appliqu�ee�a
la biologie. Nous allons choisir un exempleportant sur la physique de l'ADN.

2.1 Micromanipulations de mol�eculesd'ADN

2.1.1 Int �erêt de l'ADN pour les physiciens

Les physicienss'int�eressent aujourd'hui �a l'ADN pour de nombreusesraisons.Tout d'abord, c'est
un polym�ereremarquablepar sa longueur, pouvant atteindre plusieurscentim �etres,et samonodis-
persit�e (l'ADN du virus bact�eriophage-� , par exemple,comporte toujours 48502pairesde basesde
s�equenceidentique). L'ADN fournit un sujet de choix en physique des polym�erescar, facilement
fa�conn�e par les outils de la biologie mol�eculaire, il est directement observable et manipulable. Des
intercalants uorescents plac�es entre paires de bases(tels le bromure d'�ethidium) permettent en
e�et d'observer au microscope et par uorescencedesmol�eculesindividuelles d'ADN en solution.

2.1.2 R�ealisation exp�erimentale d'une micromanipulation

On peut aussi micromanipuler cesmol�eculesindividuellement. Les techniques de micromanipula-
tions de biomol�eculesisol�eessed�eveloppent consid�erablement depuis quelquesann�ees,grâce�a un
nombre toujours croissant d'instruments : \pinces" optiques ou magn�etiques, microscopes�a force
atomique, micro�bres de verres,ou encoreobservations sous�ecoulements hydrodynamiques.

Un exempler�ecent consiste�a tirer sur une mol�eculeunique d'ADN et �a mesurerson allonge-
ment en fonction de la force,a�n de mesurerdiversparam�etresm�ecaniquesimportants de la châ�ne
d'ADN.

Dans les\pinces magn�etiques" (Figure 4), une bille magn�etique est plac�eedansle champ d'un
aimant et attir �ee vers les r�egionsde gradient de champ �elev�e, et l'on peut d�eplacer les aimants
ou leur imprimer une rotation. Cela permet donc de tirer sur l'ADN ou de le vriller, cr�eant ainsi

70 J. Perrin, C. R. Acad. Sci. Paris , 149, 549 (1909).
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Figure 4: Micromanipulation d'une mol�eculed'ADN par des \pinc es magn�etiques".

des torsades,ou superenroulements, qui reproduisent une partie des con�gurations topologiques
fonctionnelles.

Donnons un bref aper�cu des forcesmisesen jeu en biologie, et desprobl�emessp�eci�ques li �es
�a leur petitesse.

2.1.3 Forcesd'in teraction biologiqueset forces d'agitation thermique.

Les forcesd'in teraction impliqu�eesdans les syst�emesbiologiquessont typiquement engendr�eespar
les liaisons hydrog�eneou ioniques,ainsi que par les interactions de Van der Waals qui structurent
acidesnucl�eiqueset prot�eines.Leur ordre de grandeur typique est obtenu en divisant kB T, ordre
de grandeur du \quantum d'�energie" fourni par l'hydrolyse de l'ATP en ADP 71 (en fait 10 kB T),
par la taille caract�eristique desobjets biologiques,de l'ordre du nanom�etre (nm). On trouve alors
le picoNewton :

kB T
1nm

= 4 pN
k

10� 12 N

:

Cette force est aussi typiquement celle qu'il faut pour �etirer une mol�eculed'ADN. Extr ême-
ment petite, elle n'est pas facile �a d�etecter avec desdispositifs de mesureclassiques.

Les plus petites forcesmesurablessont a priori limit �eespar l' agitation thermique de l'instru-
ment de mesure(voir la �gure 5). Cette agitation thermique donne lieu �a la force stochastique de
Langevin vue ci-dessus,dont la valeur d�epend du coe�cien t de friction visqueusesur l'ob jet, et
ausside la fen̂etre temporelle d'observation. On a :

hX 2
Langevin i = 2kB T 6� � a � f ;

o�u � est la viscosit�e du milieu, a le rayon d'une bille prise comme exemple, et � f la gamme de
fr�equenceobserv�ee.Par exemple, pour a = 1; 5 � m, dans de l'eau (viscosit�e � = 10� 3 Poise), la
racine de la force carr�eemoyenneest X Langevin � 15 f N

k
(10 � 15 N)

p
H z, soit 15 femtoNewtons sur une

seconde.
71 ATP : ad�enosine triphosphate, carburan t biologique univ ersel, fait d'un sucre, la rib ose,d'une base, l'ad �enine, et

de trois groupes phosphates ; ADP : ad�enosine diphosphate, sa version d�egrad�ee apr�es perte d'un groupe phosphate
sous action enzymatique et lib �eration d' �energie.
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Figure 5: Enregistrement du mouvementbrownien, dans un liquide, de la pointe d'un microscope
�a force atomique. (Enregistrement fourni gracieusementpar Pascal Silberzan, Institut Curie.)

De mani�ere assez�etonnante, ce sont les uctuations browniennesqui vont être utilis �eesdi-
rectement pour la mesurede forcesd'origine biologique.

2.2 Mesure de force par uctuations browniennes

Cette technique de mesurede forces'inspire largement de la m�ethode propos�eepar Einstein72 pour
mesurerla raideur d'un ressort �a l'aide desuctuations browniennes. Lorsquel'on applique en e�et
une forcesur la bille magn�etique grâce�a un gradient de champ, la mol�ecule�etir �eeet la bille forment
un minusculependule de longueur ` (Figure 4). La bille est anim�eed'un mouvement brownien, li �e
�a l'agitation thermique desmol�eculesd'eau environnantes. Le petit pendule magn�etique est ainsi
perturb�e par une force de Langevin al�eatoire qui l' �ecarte de sa position d'�equilibre. Il est ramen�e
vers celle-ci par la force de traction exerc�eepar l'ADN (�gure 6).

Comme nous allons le montrer en d�etail plus loin, le pendule poss�edeune raideur transverse
k? qui est directement reli�ee�a la force de traction F par k? = F=`. Si l'on appelle x l' �ecart de la
bille par rapport �a sa position d'�equilibre dans la direction perpendiculaire �a la force ~F , la th�eorie
va nous donner

F = kB T`=hx2i ;

o�u hx2 i repr�esente les uctuations quadratiques moyennesde x. Pour mesurer la force de traction
sur la mol�eculed'ADN, il su�t donc de mesurer l'allongement ` et les uctuations quadratiques
moyenneshx2 i ! Cela est tr �esr�eminiscent de la formule d'Einstein (25), et de la surprisede pouvoir
en d�eduire le nombre d'Av ogadro.

Pour mesurer cesuctuations, il faut suivre les d�eplacements de la bille pendant un certain
temps, comme dans les exp�eriencesde Jean Perrin de 1908 sur le mouvement brownien. De nos
jours, un programme informatique analyseen temps r�eel l'image video de la bille observ�eeau mi-
croscope et d�etermine son d�eplacement dans les trois directions de l'espaceavec une pr�ecisionde
l'ordre de 10 nm (�gure 6). Cette pr�ecisionest obtenue par une technique de corr�elation d'images.
Ce type de mesurebrownienne poss�ededivers avantages:

72 A. Einstein, Investigations of the Theory of the Br ownian Movement , �ed. R. F•urth, trad. A. D. Cowper, Dover
Publications, p. 24 (1956).



186 B. Duplan tier S�eminaire Poincar�e

Figure 6: Nuagebrownien despositions uctuantes de la bille dans le plan vertical (Ox; Oz), pour
di� �erentes forces appliqu�ees. Plus la force est grande, plus la mol�ecule s'�etire et plus les uctua-
tions browniennessont restreintes. (Enregistrement fourni gracieusementpar Vincent Croquette,
Laboratoire de physiquestatistique de l'ENS.)
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Figure 7: Axe de la châ�ne d'ADN uctuant autour de la position verticale ; l'extr �emit�e M est
d�eplac�ee de la position d'�equilibre (0; 0; `) en pr�esence de F vers la position al�eatoire (x; y; ` + z).

- calibrage de la force par mesureabsoluede uctuations de positions ;
- absencede contact avec la bille, donc non invasivit�e ;
- le d�eplacement x mesur�e pouvant aller du � m au nm, la gamme de forces mesur�eesva de la
dizaine de femtoNewtons �a la centaine de picoNewtons.
Son d�efaut est sa lenteur : pour accumuler su�sammen t de uctuations et avoir une bonne statis-
tique, il faut une minute d'enregistrement pour une force de 1 pN, et plus d'une heure pour 10
fN.

Il nous reste maintenant �a d�ecrire la th�eorie de la mesurepar uctuations browniennes.

2.3 Th�eorie

2.3.1 �Equilibre et uctuations

On consid�ere une châ�ne d'ADN de longueur au repos `0, dont une extr�emit�e est �x �ee �a l'origine
O, tandis que l'autre extr�emit�e M est rep�er�ee par ~OM = ~r (voir la �gure 7). Sur l'extr �emit�e
de la châ�ne s'exercemaintenant une force ~F dirig�ee selon l'axe Oz. �A l' �equilibre, la châ�ne est
donc parall�ele �a l'axe Oz et s'�etire �elastiquement jusqu'�a une longueur ` d�ependant de F . Les

uctuations browniennes,provenant deschocs incessants desmol�eculesde la solution sur la châ�ne
d'ADN et surtout sur la bille qui lui est attach�ee, induisent de petits d�eplacements (x; y; z) que
l'on va pouvoir traiter comme perturbations de la position d'�equilibre macroscopique(0; 0; `).
L'extr �emit�e M est ainsi d�eplac�eede la position d'�equilibre (0; 0; `) (en pr�esencede F ) �a la position
al�eatoire (x; y; ` + z). Soit r = j ~OM j la distance radiale entre les extr�emit�es de la châ�ne. Par
�elasticit�e, celle-ci d�eveloppe une force radiale de rappel Fr (r ). �A l' �equilibre, on a donc : Fr (`) = F ,
o�u F est la force ext�erieure exp�erimentalement donn�ee.

En pr�esencede uctuations, la distance radiale s'�ecrit

r = [(` + z)2 + x2 + y2))]1=2; (72)

et la force de rappel

~Fr = �
~r
r

Fr (r ) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

Fr x = �
x
r

Fr (r )

Fr y = �
y
r

Fr (r )

Fr z = �
` + z

r
Fr (r ):

(73)
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2.3.2 D�eveloppements limit �es

On �ecrit le d�eveloppement limit �e de la distance r pour x; y; z tr �espetits devant ` :

r = [(` + z)2 + x2 + y2]1=2 = ` + z + � � � (74)

L'ordre de d�eveloppement lin�eaire en x; y; z sera su�san t, et nous nous contentons de noter
dor�enavant symboliquement par + � � � tout terme du secondordre (en O(x2; y2; z2)) apparaissant
dans les d�eveloppements.

La force radiale de rappel exerc�ee par l'ADN sur la bille, not�ee Fr (r ), ne d�epend que de la
distance radiale r ; elle a donc pour d�eveloppement limit �e d'apr�es(74) :

Fr (r ) = Fr [` + z + � � � ] = Fr (`) + z
dFr

dr
(`) + � � � : (75)

On peut maintenant facilement d�eterminer lescomposantes(73) decette forcederappel enutilisant
(74) et (75) :

Fr x = �
x
r

Fr (r ) = �
x
`

Fr (`) + � � � ;

Fr y = �
y
r

Fr (r ) = �
y
`

Fr (`) + � � � ;

Fr z = �
` + z

r
Fr (r ) = � Fr (`) � z

dFr

dr
(`) + � � � :

Remarquonsen�n que la force ext�erieure ~F = F ~uz annule exactement au point d'�equilibre
la partie en � Fr (`)~uz de la composante verticale Fr z~uz de la force �elastique de rappel. Laissant
de côt�e les termes du secondordre, nous sommesamen�espar cette analyse�a une force de rappel
uctuan te r�esultante sur l'ADN, au premier ordre :

~f = F ~uz + ~Fr =

8
>>>>>><

>>>>>>:

�
x
`

Fr (`)

�
y
`

Fr (`)

� z
dFr

d`
(`)

= �r ~r U: (76)

2.3.3 �Energie �elastique

La beaut�e de cette approche est que l'on peut d�eterminer l' �energie�elastiqueemmagasin�eedans les
uctuations browniennesde la châ�ne d'ADN sansmêmeconnâ�tre la forme analytique de la force
�elastique.Danscesexpressions,il faut bien comprendrequela longueur d'�equilibre ` est d�etermin�ee
par la force ext�erieure, tandis que la force uctuan te (76) est lin�eaire en x; y; z commeattendu en
raison du d�eveloppement e�ectu �e au premier ordre. Une �energiepotentielle quadratique U lui est
donc associ�eepar ~f = �r ~r U, avec l'expressionsimple :

U =
1
2

�
x2 + y2� 1

`
Fr (`) +

1
2

z2 dFr

d`
(`): (77)

2.3.4 Constantes de raideur �elastiques

On peut �ecrire l' �energieU (77) commecelled'un ressortou oscillateur harmonique tridimensionnel
anisotrope poss�edant deux constantes de raideur, dont l'une, k? , et l'autre, k==, correspondent
respectivement aux directions perpendiculaire et parall�ele �a la direction de la force :

U =
1
2

k?
�
x2 + y2�

+
1
2

k== z2; (78)



Vol. 1, 2005 Le mouvement brownien 189

avec
8
>><

>>:

k? =
Fr (`)

`
;

k== =
dFr

d`
(`):

(79)

Comme on peut l'imaginer intuitiv ement, la constante de raideur transverse, qui s'oppose aux
mouvements lat�erauxde la mol�eculed'ADN, estplus faible quela constante deraideur longitudinale
qui, quant �a elle, r�esiste�a l' �etirement m�ecaniquede l'ADN.

2.3.5 �Equipartion de l' �energie

En m�ecaniquestatistique classique, nousavonsvu le r�esultat important qui concernel' �equipartition
de l' �energie. Le th�eor�emedit simplement que chaque degr�e de libert�e quadratique a pour �energie
moyenne exactement 1

2 kB T, o�u kB est la constante de Boltzmann et T la temp�erature absolue.
Dans le casde l' �energieharmonique (78), cela nous donne imm�ediatement :

1
2

k? hx2 i =
1
2

k? hy2i =
1
2

k== hz2i =
1
2

kB T : (80)

On trouve donc �nalement, �a l'aide de (79)
8
>>><

>>>:

k? =
Fr (`)

`
=

kB T
hx2i

;

k== =
dFr

d`
(`) =

kB T
hz2i

:

(81)

En raison de la di� �erencede constantes de raideur, k? < k==, les uctuations de position
transversesdominent les uctuations longitudinales hx2 i = hy2i > hz2i , comme on peut le voir
sur la �gure 6. On voit par exemple que les uctuations

p
hx2 i ou

p
hz2i sont respectivement

de l'ordre de 2� m et de moins d'1 � m pour le deuxi�eme nuage brownien �a partir du bas. Ces
uctuations browniennessont directement mesurablesoptiquement, ainsi que l'allongement `, et
par les�equations(81) ellespermettent une mesuredirecte fort ing�enieusede la force�elastiqueFr (`)
et de sa d�eriv�ee F

0

r (`) ! On peut alors comparer les r�esultats exp�erimentaux aux pr�edictions de
mod�elesth�eoriquespour la description statistique descon�gurations de l'ADN (voir la �gure 8).
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Figure 8: Rapport sans dimension `k z
F =

k==

k?
= hx 2 i

hz2 i = `
F r ( ` )

d F r
d ` (`); trac�e en fonction de

l'al longement ` de la châ�ne d'ADN (rapport�e �a la longueur maximale ` 0 de celle-ci). Les points
correspondent au rapport des mesures exp�erimentales des uctuations quadratiques browniennes
transversehx2 i et verticale hz2i . La courbe est pr�edite th�eoriquement �a partir de la connaissance
de Fr (`), dans le cadre du mod�ele de châ�ne semi-exible de l'ADN, dit \du ver", ou \Worm-like
chain model" en anglais. On constate un accord remarquableentre exp�erience et th�eorie. (Figure
fournie gracieusementpar Vincent Croquette.)

3 Th�eorie du potentiel et mouvement brownien

Et ignem regunt numeri
3.1 Intro duction

3.1.1 �Equation de Laplace

La th�eoriedu potentiel concernelespropri �et�esd'�equilibre descorpscontinus, commela distribution
de charges �electrostatiques sur des conducteurs, la distribution de potentiel newtonien dans la
th�eorie classiquede la gravitation, la distribution de temp�erature dans la th�eoriede la conduction
de la chaleur de Fourier, ou encorela distribution despositions d'une membrane�elastiquetendue.73

Il existe une relation profonde entre la th�eorie du potentiel et la th�eorie de la di�usion, donc
celle du mouvement brownien.74 Illustrons la d'abord intuitiv ement dans le cadre de la th�eorie de
la conduction de la chaleur, due �a Fourier.75

La temp�erature d'un corps, u(x; y; z; t), au point (x; y; z) et �a l'instan t t, suit l' �equation de
di�usion de la chaleur

@u
@t

= D� u; (82)

o�u, commedansle casdu mouvement brownien, D est un coe�cien t de di�usion, et o�u � repr�esente
commeauparavant le Laplacien � = @2

@x 2 + @2

@y 2 + @2

@z2 ; ici en trois dimensions.En g�en�eral, le Laplacien
s'�ecrit en d dimensions:

� =
dX

i =1

@2

@x2
i

; (83)

o�u les x i sont les coordonn�ees cart�esiennesen d dimensions. Lorsque la temp�erature atteint
l' �equilibre, la d�ependanceen temps s'e�ace, et le champ de temp�erature est r�egi par l' �equation

73 On peut se r�ef�erer �a l'ouvrage classique de O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory , Springer-V erlag
(1929) ; Dover Books on Adv anced Mathematics (1969).

74 On pourra consulter l'article Le mouvement brownien et la th�eorie du potentiel , de R. Hersch et R. J. Griego,
paru en 1977 dans le premier num�ero hors s�erie de Pour la Science , traduit de Scientific American , mars 1969.

75 L'ouvrage majeur de Joseph Fourier, La th�eorie analytique de la chaleur, fut publi �e en 1822, avec comme devise :
Et ignem regunt numeri (Les nombres r�egnent sur le feu).
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Figure 9: Potentiel newtonien en trois dimensions.

de Laplace :
� u = 0: (84)

Une telle fonction, dont le Laplacien est nul, est dite harmonique.
Cette fonction, le potentiel, peut donc être vue commela solution d'�equilibre (�a temps in�ni,

donc) d'un processusde di�usion, cequi est la premi�ererelation, �el�ementaire, quenousrencontrons
entre la th�eorie du potentiel et celle de la di�usion brownienne. Pour sp�eci�er la valeur de la
temp�erature partout dans l'exemple que nous avons pris, il faut en outre sedonner desconditions
initiales si l'on part d'une situation hors d'�equilibre avec di�usion.

Dans le cas,quenousallons consid�ererdor�enavant, o�u l'on veut �etudier directement l' �equilibre
et les fonctions harmoniques, ou plus g�en�eralement le potentiel, qui lui sont associ�es, il faut
connâ�tre soit la position des sourcesdu potentiel, soit des conditions aux limites sur celui-ci,
d'une mani�ere que nous allons pr�eciser.

Se donner la position des sourcesest naturel dans la th�eorie bien connue du potentiel new-
tonien ou coulombien, o�u les sourcesde potentiel sont les massesou les charges�electrostatiques.
L'utilisation de conditions aux limites sur le potentiel y est aussi possible, et elle apparâ�t de
mani�ere naturelle dans le casde la conduction de la chaleur et de la distribution de temp�erature,
o�u l'on se donne la distribution de temp�erature �a la surface d'un corps pour en d�eterminer la
distribution interne.

Ces repr�esentations sont math�ematiquement �equivalentes. Rappelons d'abord les propri �et�es
�el�ementaires du potentiel newtonien ou coulombien, qui nous seront utiles pour passeraux pro-
pri �et�esplus �nes desfonctions harmoniques.

Pour �xer les id�ees,nous allons adopter le langage familier du potentiel de Newton ou de
Coulomb cr�e�e par desmassesou descharges�electrostatiques,mais les r�esultats math�ematiquesne
d�ependront �evidemment pas de ce choix.

3.2 Potentiel newtonien

3.2.1 Potentiel cr�e�e par une sourceponctuelle

A�n de traiter de mani�ereuniversellele potentiel, commecelui de la gravitation ou de l' �electrosta-
tique, lesconstantes physiques,commela constante de gravitation universelleG, ou la permittivit �e
�electriquedu vide, " 0, nesont pasindiqu�ees.En g�en�eral, nousadopteronsle langage�electrostatique.

Le potentiel cr�e�e en un point P par une masseou une chargeunit �e plac�ee�a l'origine O s'�ecrit,
en trois dimensions

u3(r ) =
1

4� r
; r = j ~OPj; (85)

o�u r est la distance entre O et P (�gure 9).
Le champ de gravitation ou �electrique associ�e est

~E3(~r ) = �r ~r u3(r ) =
1

4�
~r
r 3 ; (86)
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o�u ~r est le vecteur de position relative ~r = ~OP.
En d dimensions,potentiel et champ seg�en�eralisent en

ud(r ) =
1

(d � 2)Sd

1
r d� 2 ; (87)

et
~Ed(~r ) = �r ~r ud(r ) =

1
Sd

~r
r d ; (88)

o�u Sd = 2� d=2=�( d=2) est la surfacede la sph�ere unit �e dans Rd.
Le casbidimensionnel est plus compliqu�e, et conduit �a un potentiel logarithmique qui s'�ecrit

u2(r ) =
1

2�
log

1
r

; (89)

~E2(~r ) = �r ~r u2(r ) =
1

2�
~r
r 2 : (90)

3.2.2 �Equation de Laplace et distribution de Dirac

Le Laplacien du potentiel ud(r ) ci-dessuss'annule identiquement partout dans l'espace, sauf �a
l'origine : � ud(r ) = 0; r 6= 0. En ~r = ~0, il est divergent (in�ni), et sa valeur est donn�ee par la
th�eorie desdistributions. Plus pr�ecis�ement, on a

� ud(r ) =
1

(d � 2)Sd
�

1
r d� 2 = � � d(~r ); (91)

o�u � d(~r ) est la distribution de Dirac en d dimensions,nulle partout sauf �a l'origine ~r = ~0, o�u elle
est singuli�ere (in�nie). Cette divergenceest telle que l'in t�egrale

Z

Rd
f (~r )� d(~r ) ddr = f (~0) (92)

est concentr �eesur la valeur �a l'origine de toute fonction test f (~r ).
L' �equation (91) est une �equation de Poisson, o�u le secondterme repr�esente la densit�e de

masseou de charge, sourcedu potentiel. Dans le cas du potentiel (85), (87) ou (89), cette source
est ponctuelle, d'o�u l'apparition d'une densit�e singuli�ere.

Dans l'approche �el�ementaire que nous suivons, nous n'aurons pas a priori recours �a ce for-
malisme. Nous allons plut ôt suivre la voie �el�ementaire qui utilise le th�eor�emede Gauss.76

3.2.3 Th�eor�emede Gauss

Le th�eor�emede Gauss�enonceque le ux du champ �electrique �a travers toute surfaceferm�ee� est
�egal �a la masse,ou �a la charge totale Q(�) enferm�eepar la surface:

Z

�

~E : d~S = Q(�) : (93)

Ce th�eor�emese d�emontre en deux �etapes. Par lin�earit�e, on peut se ramener au cas d'une charge
ponctuelle, le cas d'une distribution de chargesse traitan t en additionnant les champs cr�e�espar
celles-ci.En e�et, si chacun de ceschampssatisfait au th�eor�emede Gauss,leur sommele fera aussi.

Ensuite, pour une charge ponctuelle enclosepar la surface, on remarque que le ux de ~E
est invariant lorsque l'on d�eforme la surface� sanscroiser la charge.77 On seram�enealors �a une
surface sph�erique concentrique �a la charge, pour laquelle le th�eor�eme de Gauss est �evident. En
e�et, en raison de la forme (86) du champ en 1=r2 �a sym�etrie sph�erique, l'in t�egrale (93) sur une
sph�ere de rayon r est identique �a la charge.

Le th�eor�emede Gaussseg�en�eralisede mani�ere imm�ediate en toute dimension.
76 O. D. Kellogg, op. cit.
77 On a, par le th �eor�eme de Green-Ostrogradski,

R
�

~E : d~S �
R

� 0
~E : d~S =

R
D div ~E d3v = �

R
D � u d3v = 0, o�u D est

le domaine situ �e entre les deux surfaces, et u le potentiel. En e�et, on a les identit �es ~E = � ~r u et div ( ~r u) = � u = 0,
car u est harmonique dans le domaine D d�epourvu de charges.
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3.2.4 Potentiel cr�e�e par une sph�ere

Consid�erons une sph�ere S(a) centr �ee �a l'origine O, et de rayon a. Imaginons qu'elle porte une
charge Q r�epartie uniform�ement sur sa surface.

Le champ associ�e ~E(r ) est �a sym�etrie sph�erique et radial. Il satisfait au th�eor�emede Gauss
(93). Si l'on choisit la surface � comme une sph�ere S(r ) centr �ee en O, de rayon r > a, et donc
ext�erieure �a S(a), on a Q(�) = Q, et le ux de ~E(r ) �a travers � est simplement, par sym�etrie
sph�erique, E(r )4� r 2 = Q. On en d�eduit que E(r ) = Q

4� r 2 est le mêmeque le champ qui serait cr�e�e
par la charge si elle �etait concentr �eeau centre de la sph�ere. Si la surface� est choisie commeune
sph�ere S(r ) de rayon r < a int�erieure �a S(a), Q(�) = 0, et le ux (93) est donc nul. Par sym�etrie,
on en d�eduit que le champ ~E est nul partout �a l'in t�erieur.

Soit maintenant uS (P) le potentiel cr�e�e en un point P quelconquepar la mêmesph�ere S(a)
de rayon a et de charge totale Q, r�epartie uniform�ement en surface. Ce potentiel est �a sym�etrie
sph�erique comme son champ associ�e. �A l'ext �erieur, celui-ci est le même que celui d'une charge
ponctuelle Q situ�eeau centre, tandis qu'�a l'in t�erieur il est identiquement nul. Le potentiel est donc
�a l'ext �erieur celui, (85), cr�e�e par la charge ponctuelle situ�ee au centre de la sph�ere, tandis qu'�a
l'in t�erieur il est constant, et �egal �a sa valeur au bord par continuit �e. D'o�u sa forme

uS (P) =
1

4�
1
r

#(r � a) +
1

4�
1
a

#(a � r ); r = j ~OPj; (94)

o�u # est la distribution de Heaviside #(x > 0) = 1; #(x < 0) = 0; #(0) = 1=2.

3.3 Fonctions harmoniqueset th�eor�eme de la moyenne

3.3.1 Th�eor�emesde la moyennearithm �etique de Gauss

La propri �et�e que deux corps ou deux charges s'attiren t mutuellement avec des forces �egaleset
oppos�ees,sere �ete dans le potentiel. En e�et, celui-ci est sym�etrique par rapport aux coordonn�ees
des deux points, de sorte que le potentiel en P d'une charge Q plac�ee en S est le même que le
potentiel en S d'une chargeQ plac�eeen P. De cesimple fait d�ecoulent desth�eor�emesd'applications
importantes. Nous d�erivons deux d'entre eux, connus sous le nom de th�eor�emesde la moyenne
arithm �etique de Gauss.78

Le potentiel

Figure 10: Potentiel newtonien (95) cr�e�e par une sph�ere de rayon a, uniform�ement charg�ee.

uS (P) =
Q

4� a2

Z

S

d2S
4� �

; � = jSPj (95)

est celui cr�e�e,en un point d'observation P, par l'ensemble despoints courants S de la surfaced'une
sph�ereS de rayon a, portant une densit�e de chargesurfaciqueuniforme Q

4� a2 (voir �gure 10). Nous

78 O. D. Kellogg, op. cit.
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venonsde voir en (94) qu'�a l'ext �erieur de la sph�ere, il est �egal �a Q
4� r , o�u r est la distance r = jOPj

de P au centre O de la sph�ere, tandis qu'�a l'in t�erieur il est constant et vaut Q
4� a .

Mais nous voyonspar la sym�etrie d'�echangedont nous venonsde parler, qu'il peut être aussi
interpr�et�e comme la moyenne arithm �etique sur la surface de la sph�ere du potentiel cr�e�e par la
mêmecharge Q, cette fois plac�eeen P.

Les �equations (94) (95) ont donc l'in terpr�etation suivante :
a) la moyennesur la surfaced'une sph�eredu potentiel cr�e�e par une chargesitu�eehors de la sph�ere,
�a la distance r du centre de celle-ci, est �egale�a la valeur (en 1=r) de ce potentiel au centre de la
sph�ere ; et
b) la moyennesur la surfaced'une sph�eredu potentiel cr�e�e par une chargeen position quelconque
�a l' int �erieur de la sph�ere,est �egale�a la valeur (en 1=a) de cepotentiel sur la sph�ere,apr�esconcen-
tration de la charge au centre de la sph�ere.

Supposonsmaintenant quenousayonsun ensemble de chargesplac�eessoit toutes �a l'ext �erieur
de la sph�ere, soit toutes �a l'in t�erieur. En sommant les r�esultats ci-dessuspour chaque charge
�el�ementaire, on trouve les deux g�en�eralisations suivantes :
a) Th�eor�eme de Gaussde la moyenne arithm �etique : la moyenne sur la surfaced'une sph�ere du
potentiel cr�e�epar deschargessitu�eesenti �erement hors de la sph�ereest �egale�a la valeur du potentiel
au centre ;
b) Secondth�eor�emede la moyenne : la moyennesur la surfaced'une sph�ere du potentiel cr�e�e par
des chargessitu�eesenti �erement �a l'in t�erieur de la sph�ere, est ind�ependante de leur distribution �a
l'in t�erieur de la sph�ere, et est �egale�a leur charge totale divis�eepar le rayon de la sph�ere.79

3.3.2 Fonctions harmoniques

Revenonsen�n �a nosfonctions harmoniques,et consid�eronsu satisfaisant la condition � u = 0 dans
un certain domaineD. Une telle fonction harmoniquepeut être repr�esent�eecommele potentiel cr�e�e
�a l'in t�erieur du domaine D par une distribution de chargestoutes ext�erieures�a D. Nous pouvons
donc lui appliquer le premier th�eoremede Gauss,et �enoncerle th�eor�eme de la moyennepour les
fonctions harmoniques:
La moyenned'une fonction harmonique u sur une sph�ere S centr�ee en un point P quelconqueest
�egale�a la valeur de u au centre P. Soit par exempleen trois dimensions:

u(P) =
Z

S
u(S)

d2S
4� a2 ; (96)

o�u a est le rayon de la sph�ere ; le th�eor�emeseg�en�eraliseen toute dimension.
La r�eciproque est �egalement vraie : une fonction v�eri�an t le th�eor�eme de la moyenne pour

toute sph�ere appartenant �a un domaine, est harmonique dans ce domaine. Ce th�eor�emeva être la
cl�e de la relation entre th�eorie du potentiel et mouvement brownien.80

79 On trouv e le premier th �eor�eme dans les oeuvres compl�etes de Gauss, Al lgemeine Lehrs•atze, vol. V, p. 222. Le
second th �eor�eme, moins usuel, s'y trouv e aussi.

80 Une d�emonstration du th �eor�eme de la moyenne peut être faite par analyse vectorielle. On �ecrit la moyenne hui S
de u sur la surface de la (d � 1){sph �ere S de rayon a dans Rd , comme le ux du vecteur u(~r )~r =r d sur la surface de
cette sph�ere :

hui S =
1

Sd ad� 1

Z

S
u(S) dd� 1S =

1

Sd

Z

S
u(~r )

~r

r d
: ~n dd� 1S = �

Z

S
u(~r ) ~r ud (r ): ~n dd� 1S; (97)

o�u Sd est l'aire de la sph�ere unit �e, ~n un vecteur unit �e normal �a la surface de la sph�ere, dirig �e vers l'ext �erieur de
celle-ci, et o�u l'on a utilis �e (88). On utilise alors le th �eor�eme de Green dans le volume D int �erieur �a la sph�ere :

Z

D
[ud (r ) � u(~r ) � u(~r ) � ud (r )] dd r =

Z

S

h
ud (r ) ~r u(~r ) � u(~r ) ~r ud (r )

i
: ~n dd� 1S: (98)

On a � u(~r ) = 0, puisque u est harmonique, et d'apr �es (91), � ud (r ) = � � d (~r ). Gr âce �a la d�e�nition (92) de la
distribution de Dirac et par substitution de (97) dans (98), il vient donc, :

u(0) = hui S +
Z

S

h
ud (r ) ~r u(~r )

i
: ~n dd� 1S: (99)
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3.4 Le probl�eme de Diric hlet

Un probl�eme canoniquede la th�eorie du potentiel est en e�et celui de Dirichlet. On y consid�ere
un domaineD de l'espaceeuclidien Rd et sa fronti �ere@D. Le potentiel u est donn�e sur la fronti �ere
comme�egal �a une fonction continue donn�eef :

� u = 0 dans D; (102)

u = f sur @D: (103)

Dans le casde la conduction de la chaleur par exemple,r�esoudrele probl�emede Dirichlet revient
�a sedonner la distribution f destemp�eratures le long de la fronti �ere@D d'un corps conducteur D,
et �a d�eterminer la temp�erature d'�equilibre �a l'in t�erieur de D.

C'est ici qu'intervient le mouvement brownien, qui va fournir une repr�esentation enti �erement
probabiliste de cette solution.

3.5 Relation entre th�eorie du potentiel et mouvement brownien

3.5.1 Potentiel newtonien et densit�e de probabilit �e

Une premi�ere relation, qui contient en germe toutes les autres, est obtenue simplement en con-
sid�erant la densit�e de probabilit �e gaussienne(23).81 Rappelons que celle-ci d�ecrit la densit�e de
probabilit �e de trouver une particule brownienneen un point ~r au temps t, sachant que la particule
est �a l'origine au temps t = 0. En d dimensions,la formule (23) seg�en�eraliseen

P(~r ; t) =
1

(4� D t)d=2
exp

�
�

r 2

4Dt

�
; (104)

o�u r est la distance �a l'origine.
En int�egrant P(~r ; t) sur le temps t on trouve

D
Z + 1

0
P(~r ; t) dt =

1
(d � 2)Sd

1
r d� 2 = ud(r ): (105)

Pour un coe�cien t de di�usion unit �e, D = 1, la densit�e de probabilit �e brownienne totale, int�egr�ee
sur le temps, d'arriv er en ~r est donc exactement �egaleau potentiel newtonien cr�e�e en ~r par une
masseou charge unit �e.

Venonsen maintenant au probl�emeplus g�en�eral de Dirichlet.

3.5.2 Marchesal�eatoires discr�etes et probl�emede Diric hlet

Cette relation remonte en fait aux ann�ees1920 avec les travaux de Phillips et Wiener,82 et de
Courant, Friedrichs et Lewy.83 Ils obtinrent une repr�esentation probabiliste de la solution du
probl�eme de Dirichlet (102) (103), sous la forme d'une s�equenceapproximativ e de marches au
hasard sur le r�eseaucubique d-dimensionnel"Zd, de maille " .

Plus pr�ecis�ement, on consid�ere les marches au hasard w = f wn ; n 2 Ng sur le r�eseau"Zd,
�a temps discrets entiers n = 0; 1; 2; � � � , partant toutes du point initial w0 = P et di�usan t vers

En tenant compte de la constance du potentiel newtonien, ud (r ) = ud (a) = 1
( d� 2) Sd ad � 2 , �a la surface de la sph�ere,

la derni �ere int �egrale de ux est transform �ee en int �egrale de volume et vaut

ud (a)
Z

S

~r u(~r ): ~n dd� 1S = ud (a)
Z

D
� u(~r ) dd r = 0; (100)

car u est harmonique par hypoth�ese. Nous avons donc obtenu le th �eor�eme de la moyenne attendu :

hui S = u(0) : (101)

81 On pourra consulter �a ce sujet le petit livre de K. L. Chung, Green, Br own, and Probability & Br ownian Motion
on the Line , World Scienti�c, Singapore (2002).

82 H. B. Phillips et N. Wiener, J. Math. Phys., 2, pp. 105-124 (1923).
83 R. Courant, K. Friedric hs et K. Lewy, Math. Ann. , 1000, pp. 37-74 (1928).
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la fronti �ere. Quand les marcheurs atteignent la fronti �ere, on mesure la valeur de la fonction de
fronti �ere f au point atteint. On r�ep�ete l'op�eration et on prend donc ainsi la moyennedesvaleurs
de la fonction de fronti �ere f sur tous les points de premi�ere atteinte de cette fronti �ere par les
marcheurs al�eatoirespartis de P.

On peut �ecrire formellement cette op�eration de moyennecomme

u" (P) =
X

f w : P 7! @D g

f (w� D ) (106)

o�u la sommeporte sur toutes les marchesau hasard w = f wn ; n 2 Ng sur le r�eseau"Zd, �a temps
discrets entiers n = 0; 1; 2; � � � , partant du point initial w0 = P et di�usan t vers la fronti �ere. Dans
(106), � D est le premier instant d'attein te de la fronti �ere @D par le marcheur al�eatoire, et w� D sa
position sur la fronti �ere �a cet instant. Cette somme doit être normalis�ee de mani�ere �a être une
mesurede probabilit �e sur les marchesdiscr�etes.

Pour avoir le r�esultat dansle continu, on doit ensuiteprendre la limite de la maille " du r�eseau
tendant vers 0. Le r�esultat lim " ! 0 u" (P) = u(P) est alors la valeur de u au point P, solution du
probl�emede Dirichlet dans Rd !

Dans le langagede la th�eorie de la chaleur, la temp�erature au point P est la moyenne des
temp�eratures sur la fronti �ere, relev�eesapr�esavoir march�e au hasard vers celle-ci !

En math�ematiques,une notation standard de cette moyenne(106) est

u" (P) =
Z

f (w� D )� "
P (dw); (107)

o�u � "
P est la mesurede probabilit �e sur les marchesdiscr�etesdans "Zd, partant de P.

3.5.3 Norbert Wiener

En 1923,Norbert Wiener, dans un article fondamental intitul �e \Di�eren tial space",84 construisit
directement une mesure de probabilit �e sur les chemins browniens continus dans l'espace Rd. Il
connaissaitla th�eoried'Einstein depuissavisite �a Cambridge en 1913.IL �etait venu, �a 19 ans,pour
�etudier la logique avecBertrand Russell,mais celui-ci lui sugg�era d'aller �ecouter le math�ematicien
Hardy et de lire Einstein. L'id �ee de basefut de construire directement sur l'espacedes fonctions
continues d'une variable r�eelle (repr�esentant la position en fonction du temps) une mesure de
probabilit �e telle que les accroissements de position sur desintervalles de temps disjoints aient une
distribution de probabilit �e gaussiennecommeen (23).

La mesure ainsi construite s'appelle mesure de Wiener et l'in t�egrale par rapport �a cette
mesuremoyennede Wiener. La notation en est ici W(dw), et plus pr�ecis�ement WP (dw) pour les
mouvements browniens w issus de P. Elle d�e�nit une limite continue pour " ! 0 de la mesure
� " (dw) sur les marchesal�eatoiressur le r�eseaudiscret "Zd.

Une fois la construction faite, Wiener v�eri�e que la probabilit �e de d�erivabilit �e de la position
par rapport �a t est nulle, et que le support de la mesureest donn�e par des fonctions h•old�eriennes
(d'ordre au moins 1=2 � �; � > 0.)

Dans une �etude �ecrite en 1964 sur Wiener et l'in t�egration fonctionnelle, Mark Kac met en
avant la profonde originalit �e de Wiener pour l' �epoque, et en contrepartie, la di�cult �e pour les
math�ematiciensd'alors de comprendreson approche : \Only Paul L�evy in France, who had himself been

thinking along similar lines, fully appreciated their signi�cance." 85

L' �etapesuivante fut ene�et l'oeuvredePaul L�evy sur le mouvement brownien, avecle premier
grand ouvrage sur la question, Processusstochastiqueset mouvementbrownien (1948).86 Depuis,
l'e�orescence du sujet a �et�e telle que l'on ne peut qu'en faire une citation tr �es partielle, et nous
renvoyons le lecteur int�er�ess�e �a l'article d'in tro duction de J.-F. Le Gall pour une premi�ere entr �ee

84 N. Wiener, J. Math. Phys., 2, pp. 131-174 (1923) ; voir aussi R. E. A. C. Paley et N. Wiener, Fourier Transforms
in the Complex Domain , Amer. Math. Soc. Collo q. Publ., 19, New-York (1934).

85 M. Kac, Bul l. Amer. Math. Soc., 72, pp. 52-68 (1964).
86 Paul L�evy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, Paris (1965).
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dans le monde brownien math�ematique,87 et au livre de D. Revuz et M. Yor pour un s�ejour plus
prolong�e.88

3.5.4 S. Kakutani

L'existence de la mesure et de l'in t�egrale de Wiener rendit possible un progr�es tr �es important,
e�ectu �e en 1944-45par S. Kakutani. 89 Il montra que la substitution de l'in t�egraleavec la mesure
de Wiener W �a la formule (107) avec la mesurediscr�ete � " r�esolvait le probl�emede Dirichlet dans
Rd. On a donc la formule de Kakutani

u(P) =
Z

f (w� D )WP (dw): (108)

Ainsi, le potentiel en un point P quelconqueest donn�e par la moyennedespotentiels tir �esau hasard
sur la fronti�ere par un mouvementbrownien issu de P (�gure 11).

Figure 11: Probl�eme de Dirichlet dans le domaine D, et sa repr�esentation brownienne. Le point
w = w� D est le point de premier contact du mouvementbrownien issu de P avec le bord @D, atteint
�a l'instant � D de premi�ere sortie du domaineD. Le point S est le point de premier passage�a travers
la surface de la sph�ere S.

Nous donnonsdans ce qui suit une d�emonstration �el�ementaire de ce r�esultat.

3.5.5 D�emonstration

La quantit �e u(P) d�e�nie par l' �equation (108) porte, en th�eoriedesprobabilit �es,le nom d'esp�erance
math�ematiqueassoci�eeau point P, car elle repr�esente le r�esultat esp�er�e d'un tirage au sort d'une
valeur de f sur le bord, par un processusde di�usion brownien issu de P.

Nous voulons v�eri�er que cette esp�erancesatisfait aux deux conditions (102) et (103).
La secondecondition est facile �a v�eri�er : si le point P est sur la fronti �ere@D, tout mouvement

brownien w issu de P est arrêt�e imm�ediatement sur le bord en w� D = P, donc u(P) = f (P) pour
P sur @D, commeattendu.

En outre, si le mouvement brownien part d'un point P int�erieur, proche d'un point P0 de la
fronti �ere, il est (presque)certain (au sensdesprobabilit �es)quecemouvement atteindra la fronti �ere

87 J.-F. Le Gall, Intr oduction au mouvement brownien, Journ �eesannuelles de la Soci�et�e Math �ematique de France,
28 janvier 1989, trois expos�es sur le mouvement brownien (J.-F. Le Gall : supra, G. Ben Arous : Grandes d�eviations
et noyau de la chaleur, B. Duplan tier : Le mouvement brownien en physique, les polym�eres et leur relation avec les
ph�enom�enes critiques ).

88 D. Revuz et M. Yor, Continuous Martingales and Br ownian Motion , Berlin-Heidelb erg : Springer (1991) ; 2�eme
�edition 1994.

89 S. Kakutani, Proc. Imp. Acad. Japan, 20, pp. 706-714 (1944).
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dans un voisinagede P0, et que l'esp�eranceassoci�eeu(P) seraproche de la valeur f (P0) de f en
P0. Ainsi, la solution de Kakutani a de bonnespropri �et�es de r�egularit�e au voisinagedu bord, �a
condition quecelui-ci soit d'une g�eom�etrie su�sammen t r�eguli�ere,et quela \temp �erature" au bord,
f , soit une fonction continue.

La continuit �e de l'esp�eranceu par rapport au point de d�epart, P , du mouvement brownien
est �egalement intuitiv ement claire : un faible d�eplacement de P modi�era peu l'ensemble des
tra jectoires browniennesdi�usan t �a partir de P, et leur exploration ult �erieure de la fronti �ere.

Nousallonsmaintenant �etablir la premi�erepropri �et�e,(102), pour l'esp�eranceu(P) (108) d' être
une fonction harmonique, en montrant qu'elle satisfait �a la propri �et�e �equivalente (96) de moyenne
sur toute sph�ere centr �eeen P.

On trace donc une sph�ereS centr �eeen P, de rayon a, et contenue �a l'in t�erieur du domaineD
(�gure 11). Il s'agit maintenant de montrer que l'esp�erancebrownienne u(P) obtenue en partant
de P est �egale �a la moyenne des esp�erancesbrowniennes u(S) obtenues en partant de points
quelconquesS situ�es �a la surfacede la sph�ere S.

Un mouvement brownien, pour atteindre le bord @D du domaine, doit traverser la sph�ere S
au moins une fois. AppelonsS le point de premier passage�a traversla sph�ere(�gure 11), et u(P=S)
l'esp�eranceobtenue pour tous les mouvements browniens issusde P qui, lorsqu'ils traversent pour
la premi�ere fois S, le font au point S.

Commepour le mouvement brownien, il n'y a pasde direction pr�ef�erentielle, chaquepoint de
S peut être rencontr �e en premier de mani�ere �equiprobable. Or il faut que le mouvement traverse
la sph�ere. On fractionne la moyennepour les mouvements isssusde P en deux �etapes : choix du
point de premier passageS, et di�usion via S, avecesp�eranceu(P=S). Par moyennedesmoyennes,
on a donc le r�esultat que u(P) doit être �egal �a la moyennedesu(P=S) sur la sph�ere,soit en termes
math�ematiques:

u(P) =
Z

S
u(P=S)

d2S
4� a2 : (109)

Il reste �a montrer que l'esp�erance u(P=S), obtenue en partant de P et en passant par S,
est la même que l'esp�eranceu(S), obtenue en partant simplement de S sur la sph�ere. C'est ici
qu'intervient une propri �et�e tr �es importante du mouvement brownien : le mouvement �a un instant
t ne d�epend que de la position �a cet instant, et non du mouvement ant�erieur. Il s'agit, en quelque
sorte, d'une perte de m�emoire absolue, o�u seuls comptent l'instan t et la position pr�esents. Le
mouvement brownien est dit markovien. En th�eorie des probabilit �es, on parle ainsi de mani�ere
g�en�erale de processusde Markov lorsque la dynamique future d'un processusn'est pas inuenc �ee
par ses�etats ant�erieurs. Le comportement de la particule brownienne partant de S, ou passant
par S, sachant qu'elle est partie de P, ne di� �erent ainsi pas. Il s'ensuit que u(P=S) = u(S), ce qui
ach�eve la preuve du th�eor�emede la moyenne(96).

3.6 Propri �et�es de r�ecurrence du mouvement brownien

Nous allons donner une illustration d'une propri �et�eprobabiliste non triviale du mouvement brown-
ien, qui se d�eduit ais�ement de la th�eorie du potentiel. Il s'agit de la propri �et�e de r�ecurrence du
mouvement brownien.

3.6.1 Mouvement brownien en une dimension

Pla�cons nous d'abord en une dimension sur la droite r�eelle R, et consid�erons les points x du
domaineD constitu�e par le segment D = [0; R], o�u R est un nombre positif. Cherchons la fonction
harmonique u(x) qui satisfait au probl�eme de Dirichlet simple : u(0) = 0; u(R) = 1. En une
dimension, le Laplacien (83) est simplement la d�eriv�ee seconde,et l' �equation harmonique (102)
devient d2u(x)=dx2 = 0. La solution est tout simplement lin�eaire en x : u(x) = x=R ; elle v�eri�e
de mani�ere �evidente les conditions aux limites requises.

Venons-enmaintenant �a la solution de Kakutani du probl�eme de Dirichlet par esp�erance
math�ematique brownienne. Le bord @D du segment D = [0; R] est constitu�e de deux points :
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@D = f 0; Rg. La fonction f apparaissant dans les conditions de Dirichlet (103), prend donc les
deux valeurssur le bord : f (0) = 0; f (R) = 1. D'apr �esle r�esultat deKakutani, la valeur u(x) = x=R
de la fonction harmonique u est la moyenne de la fonction f , obtenue par tirage au sort par un
mouvement brownien issu de x. Le cas de premi�ere sortie brownienne du segment D = [0; R] par
le point x = 0 donne la valeur f = 0, et celui par le point x = R, la valeur f = 1. L'esp�erance
browniennede f est ainsi la probabilit �e pour le mouvement brownien de sortir pour la premi�erefois
du segment [0; R] par le point R, plut ôt qu'en 0. C'est donc exactement la probabilit �e d'atteindre
R avant 0 en partant de x. La probabilit �e compl�ementaire d'atteindre 0 avant R est pR (x) =
1 � u(x) = 1 � x=R:

Fixons le point x, et prenons la limite R ! 1 , c'est-�a-dire que le segment D devient la
demi-droite r�eelle R+ . Nous voyons que pR!1 (x) ! 1; et ce pour tout x. La probabilit �e p1 (x)
est, pour un mouvement brownien issu de x, celle d'atteindre l'origine 0 avant de partir �a l'in�ni.

Le mouvement brownien, d'o�u qu'il parte, passe donc par l'origine de mani�ere (quasi-)
certaine90. Commelesorigines,spatialeet temporaire, �etaient arbitraires dansnotre d�emonstration,
la propri �et�e suivante a �et�e �etablie : un mouvementbrownien �a une dimension visite tout point de
l'axe r�eel, et in�niment souvent. On dit qu'il est r�ecurrent.

Cette propri �et�e n'apparaissait pas comme�evidente a priori du côt�e de la th�eorieprobabiliste.
On voit que grâce �a la relation avec la th�eorie du potentiel, elle a �et�e d�emontr �eede mani�ere tr �es
simple en r�esolvant une �equation di� �erentielle du secondordre ! Einstein n'aura sansdoute pas
pens�e �a ceci d�es1905,quoique...?

G�en�eralisonsmaintenant en deux, puis d dimensions,l' �etude pr�ec�edente.

3.6.2 Le casbi-dimensionnel

Cette fois, nous nous pla�cons dans le plan, et consid�erons le domaine annulaire D, constitu�e de
l'espacesitu�e entre deux cerclesconcentriques, C1 et C2, centr �es�a l'origine O, et de rayonsrespectifs
� 1 et � 2, avec� 1 < � 2. Le bord du domaineD est donc constitu�e de cesdeux cercles,@D = C1 [ C2.
Posonsle probl�emede Dirichlet dans la couronneD :

� u = 0 dans D; (110)

u = 0 sur C1; u = 1 sur C2: (111)

En utilisant le potentiel newtonien bi-dimensionnel u2(r ) (89), il est facile de voir que la solution
du probl�emede Dirichlet, qui est �a sym�etrie sph�erique, vaut �a une distance r du centre :

u2(r ; � 1; � 2) =
u2(r ) � u2(� 1)
u2(� 2) � u2(� 1)

=
logr � log � 1

log � 2 � log � 1
; � 1 � r � � 2: (112)

En e�et, cette fonction satisfait �evidemment �a (111), et elle est harmonique dans le domaine an-
nulaire D, car le potentiel u2(r ) (89) l'est (sauf �a l'origine, qui n'appartient justement pas �a D).

Venons-enmaintenant �a la repr�esentation deKakutani de la solution du probl�emedeDirichlet.
D'une mani�ere similaire au cas unidimensionnel vu au paragraphe pr�ec�edent, u2(r ; � 1; � 2) (112)
repr�esente la probabilit �e qu'un mouvement brownien, issu d'un point situ�e �a distance r du centre,
atteigne le cercleext�erieur C2 avant le cercle int�erieur C1.

Commeau paragraphepr�ec�edent, �xons alors la distancer et le cercleint�erieur C1, et repous-
sonsle bord ext�erieur C2 �a l'in�ni. En faisant � 2 ! 1 dans la formule (112), on voit par continuit �e
que la probabilit �e que le mouvement brownien parte �a l'in�ni est u2(r ; � 1; 1 ) = 0, pour tous r et
� 1 �nis. Par compl�ementarit �e,on en conclut quecemouvement brownien atteint le disquede rayon
� 1 avecprobabilit �e 1, quel que soit sonpoint de d�epart en dehorsde cedisque.Commel'instan t o�u

90 En th �eorie des probabilit �escontin ues, un �ev�enement de probabilit �e �egale �a 1 est dit être \quasi-certain" ou \vrai
presque sûrement", �a la di� �erence du langage commun. La raison en est qu'il peut toujours exister, au sens de la
th �eorie de la mesure, et dans le cas d' �ev�enements forman t un contin uum, un ensemble irr �eductible d' �ev�enements,
tr �es \t �enu" car de mesure nulle, et donc de probabilit �e z�ero, o�u la pr�ediction ne se r�ealise pas. On ne peut ainsi aller
au del�a de cette description �a des ensembles de mesure nulle pr�es.
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a lieu ce d�epart est �egalement arbitraire, tout commel'origine choisie dans le plan, on en conclut
que le mouvementbrownien bidimensionnel visite tout voisinagede tout point in�niment souvent.
Il est donc r�ecurrent en deux dimensions, commeen une dimension.

Il est �egalement tr �es int�eressant de �xer r et � 2 dans (112), et de prendre la limite d'un
voisinage in�nit �esimal de l'origine, soit � 1 ! 0. On trouve alors par continuit �e que u2(r ; � 1 =
0; � 2) = 1. La probabilit �e que le mouvement brownien, parti de la distance �a l'origine r 6= 0,
s'�eloignede l'origine �a une distance arbitraire � 2 > r , et sansavoir visit �e l'origine en � 1 = 0, est
donc �egale�a 1. Autrement dit, le brownien, s'il ne part pasde l'origine O, s'�eloignede cette origine
avec probabilit �e 1, sansjamais pouvoir la visiter.

On en d�eduit le r�esultat, apparemment paradoxal, qu'en deux dimensions le mouvement
brownien visite un point donn�e avec une probabilit�e nulle, mais qu'il visite son voisinageimm�ediat
in�niment souventavec probabilit�e 1 !

Ce double r�esultat est dû �a la pr�esencedans l'esp�erance(112) d'une fonction, le logarithme,
qui diverge �a la fois �a courte distance, pour � 1 ! 0, et �a grande distance, pour � 2 ! 1 . Ceci
est particulier �a deux dimensions,et annonciateur despropri �et�esexceptionnellesdites d'invariance
conforme en deux dimensions,qui seront d�ecrites dans la section suivante.

En d > 2 dimensions,une simple loi de puissancegouverne le potentiel newtonien ud(r ) (87),
et une divergenceapparâ�t �a courte distance.Nous allons voir lescons�equencesde cette divergence
pour les propri �et�esde r�ecurrencedu mouvement brownien.

Mentionnons cependant que cespropri �et�esne constituent que le \sommet de l'iceberg" : le
caract�ere singulier du potentiel �a courte distance est la source des propri �et�es de divergencedes
th�eories quantiques des champs, qui ont amen�e �a la cr�eation de la th�eorie de la renormalisa-
tion, dont les cons�equencesont �et�e si fructueusespour la physique des particules �el�ementaires et
la m�ecaniquestatistique.91 En e�et, les intersections de mouvement browniens92 fournissent le
m�ecanismeg�eom�etrique al�eatoire qui sous-tend toute th�eorie des champs en interaction.93Cette
�equivalencea �et�e fondamentale en th�eorie despolym�eres,94 et aussidans la th�eorie rigoureusedes
transitions de phasede secondordre.95 Mais \rev enons�a nos moutons".

3.6.3 Le casd-dimensionnel

Nous sommesmaintenant bien arm�espour passerau casd-dimensionnel,pour d > 2. Consid�erons
deux hypersph�eresconcentriques, S1 et S2, centr �es �a l'origine O, et de rayons respectifs � 1 et � 2,
avec� 1 < � 2. Le bord du domaineD est donc constitu�e de cesdeux sph�eres,@D = S1 [ S2. Posons
le probl�emede Dirichlet (103)

� u = 0 dans D; (113)

u = 0 sur S1; u = 1 sur S2: (114)

L�a encore,en utilisant cette-fois le potentiel newtonien d-dimensionnel ud(r ) (87), il est facile de
voir que la solution du probl�emede Dirichlet, �a sym�etrie sph�erique,est �a une distancer du centre :

ud(r ; � 1; � 2) =
ud(r ) � ud(� 1)
ud(� 2) � ud(� 1)

=
r 2� d � � 2� d

1

� 2� d
2 � � 2� d

1

; � 1 � r � � 2: (115)

Cette fonction satisfait �evidemment �a (114) ; elle est harmonique dans le d-domaine annulaire D,
car le potentiel ud(r ) (87) l'est (sauf �a l'origine, qui n'appartient pas �a D).

91 On pourra consulter �a ce sujet le texte Renormalization du S�eminaire Poincar�e 2002, in B. Duplan tier &
V. Rivasseau( �Eds.), Poincar�e Seminar 2002 , Progress in Mathematical Physics, vol. 30, Birkh•auser, Bâle (2003) ;
voir aussi la monographie de J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critic al Phenomena, 4th Edition, Oxford
Univ ersity Press (2002).

92 G. F. Lawler, Intersection of Random Walks (Birkh•auser, Boston, 1991).
93 K. Symanzyk, in Local Quantum Theory , �edit �e par R. Jost (Academic Press, London, New-York (1969)).
94 P.-G. de Gennes, Phys. Lett. A38, 339-340 (1972) ; J. des Cloizeaux, J. de Physique 36, 281-291 (1975).
95 M. Aizenman, Phys. Rev. Lett. 47, 1-4, 886 (1981) ; Commun. Math. Phys. 86, 1-48 (1982) ; D. C. Brydges,

J. Fr•ohlich, and T. Spencer, Commun. Math. Phys. 83, 123-150 (1982) ; G. F. Lawler, Commun. Math. Phys. 86,
539-554 (1982).
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Appliquons en�n le r�esultat probabiliste : ud(r ; � 1; � 2) (115) est la probabilit �e qu'un mouve-
ment brownien, parti d'un point donn�e �a une distance r du centre, rencontre la sph�ere ext�erieure
avant la sph�ere int�erieure.

Prenons d'abord dans (115) la limite � 2 ! 1 , �a r et � 1 �x �es.Comme la dimension d est ici
sup�erieure �a 2, on a � 2� d

2 ! 0. La probabilit �e pour le mouvement brownien de s'�echapper �a l'in�ni,
ud(r ; � 1; � 2 ! 1 ), est donc par continuit �e la limite ud(r ; � 1; 1 ) = 1 � (� 1=r)d� 2. Celle-ci est donc
�nie .

Ce r�esultat montre qu'�a partir de l'espace �a trois dimensions, le mouvementbrownien n'est
pas r�ecurrent, car l'espacey est plus grand qu'en uneou deux dimensions.On dit qu'il est transient.
Ce r�esultat, tr �esimportant en th�eoriedesprobabilit �es,a �et�e obtenu, de mani�ere�el�egante et simple,
par la th�eorie du potentiel.

La probabilit �e compl�ementaire, pd(r ; � 1; 1 ) = 1 � ud(r ; � 1; 1 ), de toucher le voisinage de
l'origine, �a distance � 1 � r , est donc �egale �a (� 1=r)d� 2. Pour le cas physique usuel, d = 3, on
trouve donc p3(r ; � 1; 1 ) = � 1=r, pour � 1 � r .

On peut g�en�eraliser la d�e�nition de cette fonction pd(r ; � 1; 1 ) �a tout l'espace,en lui donnant
la valeur 1 �a l'in t�erieur de la sph�erede rayon � 1, c'est-�a-dire pour r � � 1. Cette fonction g�en�eralis�ee
est appel�ee le potentiel capacitif de la sph�ere de rayon � 1. Le potentiel capacitif d'un ensemble B
est un concept important de la th�eorie classiquedu potentiel ; c'est une fonction harmonique en
dehors de B, �egale�a 1 �a l'in t�erieur de B, et nulle �a l'in�ni. C'est donc la probabilit �e pour qu'une
particule anim�eed'un mouvement brownien et partant d'un point donn�e, atteigne B.

Les recherchesdans ce domaine ont permis de d�ecouvrir d'imp ortantes g�en�eralisations, �a la
fois de la th�eoriedu mouvement brownien et de celledu potentiel. Nous avonsvu que l' �equivalence
entre eux reposait sur la propri �et�e de Markov du mouvement brownien. On a pu montrer qu'�a tout
processusde Markov \standard" on peut associer une th�eorie du potentiel g�en�eralis�ee.

On voit donc la relation profonde qui existe entre la th�eorie math�ematique du potentiel,
invent�ee au dix-septi�eme si�ecle par Newton, puis d�evelopp�e par Laplace, Poissonet Green, et le
mouvement brownien, observ�e �a la même �epoque, mais compris seulement au vingti �eme si�ecle,
grâce�a Sutherland, Einstein, Smoluchowski et Langevin en physique, puis Wiener, L�evy et Kaku-
tani en math�ematiques.

4 La g�eom�etrie �ne de la courbe brownienne plane

4.1 Fronti �ere brownienne

Dans cette derni�ere partie, nous nous int�eressons�a la g�eom�etrie de la courbe brownienne plane.
Par courbe brownienne,ou encorechemin brownien, nous entendons la courbe al�eatoire trac�eepar
un mouvement brownien dans le plan. Nous en voyons un repr�esentant typique en �gure 1. En
particulier, nous allons nous int�eresser�a la fronti�ere de cette courbe. Celle-ci enveloppe l'ext �erieur
de la courbe brownienne.On observe quec'est une courbe extr êmement irr �eguli�ere,fractaleau sens
de Mandelbrot (�gure 12).96

Par dessimulations num�eriquespr�ecises,celui-ci conjectura en 1982que cette fronti �ere �etait
en fait la limite continue d'une marche al�eatoire bien particuli �ere, la marche auto-�evitante (�gure
13). Il s'agit l�a d'un processuso�u le marcheur al�eatoire n'a pas le droit de recouper sapropre trace.
Pour la d�e�nir, on consid�ere a priori l'ensemble des tra jectoires possiblesavec recoupements d'un
marcheur al�eatoire sur le r�eseaucarr�e, par exemple,et l'on s�electionnel'in�me partie de cellesqui
n'ont aucun recoupement avec elles-m̂emes.97

96 On peut consulter les ouvrages classiquesde Benô�t Mandelbrot, Les objets fractals : forme, hasard et dimension,
survol du langage fractal , Champs, Flammarion (1999), et The Fractal Geometry of Natur e, Freeman, New-York
(1982).

97 Voir les deux monographies : P.-G. de Gennes, Scaling Conceps in Polymer Physics, Cornell Univ ersity Press
(1979) ; J. des Cloizeaux and G. Jannink, Polymers in Solution, their Modeling and Structur e (Clarendon, Oxford
Univ ersity Press, 1989).
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Figure 12: Fronti�ere ou enveloppe ext�erieure d'un chemin brownien plan.

Figure 13: Une marche al�eatoire auto-�evitante dans le plan (fournie gracieusement par T. G.
Kennedy, Universty of Arizona).

Il en r�esultait la conjecture que la dimension fractale ou de Hausdor� de la fronti �ere browni-
enne�etait �egale�a D H = 4=3, commecelle calcul�eepar le physicien n�eerlandaisBernard Nienhuis
en 1982 pour les marches auto-�evitantes bi-dimensionnelles.98 La dimension fractale DH est ici
d�e�nie, d'une mani�ere non rigoureuse,comme suit. On couvre l'ob jet fractal de taille R par des
petits cerclesdisjoints de rayon " , et l'on compte le nombre n de tels cercles.En g�en�eral, ce nom-
bre crô�t en fonction de R et " comme une loi de puissance,n / (R=")D H . On voit donc que
DH g�en�eralise �a des ensembles tr �es irr �eguliers la notion de dimension euclidienne des ensembles
r�eguliers.

B. Nienhuis s'appuyait sur une repr�esentation de m�ecanique statistique, dite du gaz de

98 B. Nienhuis, Phys. Rev. Lett. 49, 1062-1065 (1982); J. Stat. Phys. 34, 731-761 (1984); Phase Transitions and
Critic al Phenomena, �edit �e par C. Domb et J. L. Lebowitz, (Academic Press, London, 1987), Vol. 11.
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Coulomb, pr�ecurseur des m�ethodes d'invariance conforme ou de th�eorie des champs conformes
qui allaient faire irruption en 1984 dans la th�eorie des ph�enom�enescritiques bi-dimensionnels,
grâceaux travaux de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov.99

Figure 14: Probl�eme de Dirichlet associ�e �a un chemin brownien plan. Celui-ci sert d'�electrode o�u
le potentiel s'annule.

La conjecture de Mandelbrot fut prouv�eerigoureusement dans le cadre de la th�eorie proba-
biliste en 2000 par Greg Lawler, Oded Schramm et Wendelin Werner,100 �a l'aide d'un processus
stochastique invariant conforme invent�e par Schramm, le SLE (\Stochastic Loewner Evolution" ),
lui-mêmefond�e sur le mouvement brownien.101

Une d�emonstration heuristique de la conjecturedeMandelbrot di� �erente, inspir�eepar certains
r�esultats probabilistes d'invariance conformede Lawler et Werner,102 avait �et�e donn�eeauparavant
en 1998dans le cadre de la physique th�eorique, �a l'aide du formalisme dit de gravit �e quantique en
th�eorie deschamps conformes.103

Nous n'allons pas d�ecrire ici cestravaux en d�etail104, mais plut ôt la g�en�eralisation de leurs
r�esultats �a la g�eom�etrie �ne du mouvement brownien, et �a la nature multifr actale de sa fronti �ere.

99 A. A. Belavin, A. M. Polyakov et A. B. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B241, 333-380 (1984). On peut trouv er
une intro duction dans l'ouvrage de C. Itzykson et J.-M. Drou�e, Th�eorie statistique des champs, tome 2, EDP
Sciences/CNRS �Editions (2000). Pour les approfondissements, voir par exemple J. L. Cardy, dans Phase Transitions
and Critic al Phenomena, �edit �e par C. Domb et J. L. Lebowitz, (Academic Press, London, 1987), Vol. 11 ; J. L. Cardy,
Conformal Invarianc e and Statistic al Mechanics, dans \Fields, Strings, and Critical Phenomena", Les Houches
Summer School 1988, �edit �e par �E. Br �ezin et J. Zinn-Justin, North-Holland, Amsterdam (1990) ; Ph. Di Francesco,
P. Mathieu et D. S�en�echal, Conformal Field Theory , Springer-V erlag, New-York (1997).

100 G. F. Lawler, O. Schramm, et W. Werner, Acta Math. 187, (I) 237-273, (I I) 275-308 (2001),
arXiv:math.PR/9911084, arXiv:math.PR/0003156; Ann. Inst. Henri Poincar�e PR 38, 109-123 (2002),
arXiv:math.PR/0005294 ; Acta Math. 189, 179-201 (2002), arXiv:math.PR/0005295; Math. Res. Lett. 8, 401-411
(2001), math.PR/0010165.

101 O. Schramm, Israel Jour. Math. 118, 221-288 (2000). Le processusSLE � , et sa trace, sont engendr�es par une
�equation, dite de Loewner, qui d�ecrit l' �evolution de la transformation conforme de Riemann du disque unit �e sur
lui-m ême, qui e�ace la trace en question et l'envoie sur le bord du disque, sous la forme d'un mouvement brownien
caract�eris�e par un coe�cien t de di�usion � . La transformation conforme peut aussi agir dans le demi-plan complexe.

102 G. F. Lawler et W. Werner, Ann. Probab. 27, 1601-1642 (1999).
103 B. Duplan tier, Phys. Rev. Lett. 81, 5489-5492 (1998) ; ibid. 82, 880-883 (1999), arXiv:cond-mat/9812439.
104 Pour plus de d�etails, nous renvoyons le lecteur �a l'article pour grand public de Wendelin Werner, Les chemins

al�eatoir es, paru dans Pour La Science en aôut 2001.
Pour le processusSLE, on peut consulter : les notes de cours de W. Werner, Random Planar Curves and Schramm-

Loewner Evolutions , Lectures Notes from the 2002 Saint-Flour Summer School, Springer L. N. Math. 1840, 107-195,
(2004), arXiv:math.PR/0303354 ; le livre tr �es r�ecent de G. F. Lawler, Conformal ly Invariant Processes in the
Plane, AMS (2005), ainsi que l'article de W. Kager et B. Nienhuis, A Guide to Stochastic Loewner Evolution and
its Applic ations , J. Stat. Phys. 115, 1149-1229 (2004), arXiv:math-ph ys/0312056.

Pour le lien du SLE avec la gravit �e quantique, voir : B. Duplan tier, Conformal Fractal Geometry and Boundary
Quantum Gravity , dans Fractal Geometry and Applic ations, A Jubilee of Beno�̂t Mandelbrot, Pro ceedings of Sym-
posia in Pure Mathematics, AMS, Vol. 72, Part 2, �edit �e par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 365-482
(2004) ; arXiv:math-ph ys/0303034.
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Celle-ci r�ev�eleen e�et une structure scind�eeen un continuum de sous-ensembles fractaux que nous
allons d�ecrire.

Dans la continuit �e de la partie pr�ec�edente, nous allons consid�erer la th�eorie du potentiel
associ�ee au voisinaged'un chemin brownien plan. Nous allons montrer comment la g�eom�etrie �ne
de la fronti �ere brownienne va alors apparâ�tre comme composante essentielle de la solution du
probl�eme�electrostatique de Dirichlet associ�e.

4.2 Th�eorie du potentiel au voisinaged'une courbe brownienne

4.2.1 Probl �emede Diric hlet brownien

Consid�eronsdonc un chemin brownien plan B, plac�e �a l'in t�erieur d'un grand cercle,et le probl�eme
de Dirichlet associ�e o�u le potentiel u vaut u = 0 sur la fronti �ere @B de la courbe brownienne, et
u = 1 sur le cercle(�gure 14). Le chemin brownien sert donc d'�electrode cr�eant le potentiel, et par
inuence �electrostatique, sa fronti �ere va secharger. Il s'agit a priori d'un probl�emecompliqu�e, car
la courbe brownienne est compl�etement al�eatoire !

Loin du brownien, le potentiel va d�ependrede la g�eom�etrie globaledu syst�eme,et enparticulier
de la pr�esencedu cerclequi fait o�ce d'�electrode ext�erieure. Imaginons un instant que celle-ci soit
repouss�eetr �es loin. La courbe brownienne apparâ�t alors commeponctuelle, c'est-�a-dire ramass�ee
en un point depuis les r�egionsinterm�ediairessitu�eesloin d'elle-même(et du cercle ext�erieur). Le
potentiel variera alors comme celui d'une charge ponctuelle �egale �a celle port �ee par la fronti �ere,
c'est-�a-dire commele potentiel newtonien logarithmique u2(r ) (89).

En revanche, pr�esde la courbe brownienne, la g�eom�etrie de la fronti �ereva être d�eterminante.
Le potentiel s'annulant exactement sur la fronti �ere @B, la question naturelle qui seposeest alors
celle de son comportement analytique au voisinagede @B, c'est-�a dire la mani�eredont il tend vers
0. Comme la g�eom�etrie de la fronti �ere, particuli �erement sauvage,changeen tous lieux, la mani�ere
dont le potentiel s'annule change�egalement.

Cependant, l'al �eatoire brownien cache en son coeur une r�egularit�e structurelle fondamentale
li �ee �a son invariance conforme, et l'on peut en fait d�ecrire le potentiel pr�es du chemin brownien
d'une mani�ere certesprobabiliste, mais universelle.

4.2.2 L'in variance conforme

Une transformation conforme � du plan est une bijection du plan dans lui-mêmequi conserve les
anglesd'in tersection entre courbes. On montre qu'�a toute fonction analytique du plan complexe
�( z) on peut associer une telle transformation conforme. Localement, c'est-�a-dire d'une mani�ere
in�nit �esimale au voisinagede l'image �( z) d'un point quelconquez en coordonn�eescomplexes,
une transformation conformeest la composition d'une dilatation locale (par un facteur j� 0(z)j), et
d'une rotation autour de �( z) (par un angle arg � 0(z)). C'est pourquoi les anglessont localement
conserv�es.

Revenonsalors pour un instant �a la repr�esentation browniennedu probl�emeg�en�eral de Dirich-
let dans un domaineD (�gure 11), et au mouvement brownien auxiliaire issu d'un point arbitraire
P, arrêt�e lorsqu'il touche la fronti �ere @D, et dont l'in t�egrale de Wiener repr�esente le potentiel
u(P). Imaginons le domaineD être transform�e par une transformation conforme� en un domaine
D0 = �( D), tandis que la tra jectoire brownienne B est transform�eeen une courbe �( B), arrêt�ee

Pour le lien du SLE avec la th �eorie des champs conformes, voir :
R. Friedric h et W. Werner, C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I Math. 335, 947-952 (2002), arXiv:math.PR/0209382 ;

Commun. Math. Phys., 243, 105-122 (2003), arXiv:math-ph/0301018 ; W. Werner, Conformal restriction and
related questions, Pro ceedings of the conference Conformal Invarianc e and Random Spatial Processes, Edin-
burgh, July 2003, arXiv:math.PR/0307353 ; W. Werner et G. F. Lawler, Probab. Th. Rel. Fields 128, 565-
588 (2004), arXiv:math.PR/0304419 ; W. Werner, C. R. Ac. Sci. Paris S�er. I Math. 337, 481-486 (2003),
arXiv:math.PR/0308164 ; voir aussi J. Dub �edat, arXiv:math.PR/0411299 ;

M. Bauer et D. Bernard, Phys. Lett. B543, 135-138 (2002), arXiv:math-ph/0206028 ; Commun. Math. Phys.
239, 493-521 (2003), arXiv:hep-th/0210015 ; Phys. Lett. B557, 309-316 (2003), arXiv:hep-th/0301064 ; Ann. Henri
Poincar�e 5, 289-326 (2004), arXiv:math-ph/0305061 ; Pro ceedingsof the conferenceConformal Invarianc e and Ran-
dom Spatial Processes, Edin burgh, July 2003, arXiv:math-ph/0401019 ; (avec J. Houdayer) arXiv:math-ph/0411038 ;
arXiv:cond-mat/0412372 ; (avec K. Kyt•ol•a) arXiv:math-ph/0503024.
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lorsqu'elle touche la fronti �ere @D0 = �( @D). Paul L�evy a montr �e que �( B) est encore la tra jec-
toire d'un mouvement brownien, �a un changement de temps pr�es : c'est la propri �et�e d'invariance
conforme du mouvementbrownien plan.105

Consid�erons alors le nouveau potentiel u0(P0) au point transform�e P 0 = �( P), solution du
probl�eme de Dirichlet dans le domaine transform�e D0. Comme tous les objets g�eom�etriques qui
repr�esentent le potentiel ont �et�e transform�es par �, et que le chemin brownien auxiliaire trans-
form�e est demeur�e brownien, il en r�esulte que son int�egrale de Wiener, u0(P0), est inchang�ee.Le
potentiel u0(P0) est donc �egalau potentiel u(P), solution du probl�emede Dirichlet dansle domaine
originel D et il y a ainsi invariance du potentiel lorsque l'on suit cette transformation conforme.

Dans le cas qui nous occupe plus particuli �erement ici, celui du probl�emedu potentiel u(P)
de Dirichlet au voisinaged'une courbe brownienneplane (�gure 14), la repr�esentation brownienne
du potentiel intro duit un secondmouvement brownien auxiliaire qui di�use �a partir du point P,
tout en �evitant la courbe brownienne originelle (�gure 15). Comme nous venons de le voir, les
deux chemins browniens sont statistiquement invariants conformes et ce probl�eme probabiliste
g�eom�etrique est invariant par toute transformation conforme du plan.

4.2.3 Le rôle des angles

Les transformation conformesconservent les angles dans le plan, et c'est pourquoi ceux-ci vont
jouer un rôle essentiel dans la description du potentiel au voisinagede la fronti �ere brownienne.

Consid�erons d'abord le probl�emesimple du potentiel existant dans un secteur angulaire du
plan. Plus pr�ecis�ement, consid�eronsun angle d'ouverture � autour d'un sommet w (�gure 16). On
montre facilement, en utilisant la transformation conforme siguli�ere du plan complexequi ouvre
l'angle � en un angle plat, �( z) = z� =� , que le potentiel u(z) varie en un point d'a�xe complexez
situ�e pr�esde w comme

u(z) � r � =� ; (116)

o�u r est la distancedu point au sommet w, r = jz � wj. Pour un angleplat, � = � , et l'on retrouve
bien un comportement lin�eaire en fonction de la distance, qui correspond �a un champ �electrique
constant au voisinagede la ligne.

4.3 Multifractalit �e

4.3.1 Distribution du potentiel

Revenonsen�n �a la question initiale de la distribution de potentiel au voisinagede la courbe brown-
ienneB (�gures 14 et 15). Sa fronti �ere@B est une courbe fractale sans�echelle microscopique,et les
irr �egularit�esde cette courbe descendent jusqu'�a l'in�nimen t petit. Parmi toutes cesirr �egularit�es,
il est naturel, du point de vue de la th�eoriedu potentiel et de l'in variance conforme,de rechercher
celles qui sont localement comme des \angles". En e�et, cette distribution d'angles et la distri-
bution de potentiel associ�eesont invariantes par transformation conforme. Elle sont donc stables
dans la classede toutes les courbes browniennesobtenues par transform�ee conforme d'une seule
r�ealisation d'une courbe brownienne.

On classealors les points w du bord @B selon les propri �et�es de variation du potentiel u(z)
lorsqu'un point P d'a�xe complexez s'approche de w sur le bord. On dit qu'un point w est de
type � si, en un certain sens,

u (z ! w) � r � ; (117)

dans la limite o�u la distance r = jz � wj tend vers 0 (�gure 17).
En comparant la propri �et�e (117) �a la forme (116) du potentiel pour un angle, on voit qu'un

exposant � correspond, du point de vue du potentiel, �a un angle �electrostatique �equivalent � tel

105 Paul L�evy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, Paris (1965).
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Figure 15: Le potentiel de Dirichlet u cr�e�e au point P par une courbe brownienne (en noir), et
s'annulant sur sa fronti�ere (en rouge),est repr�esent�e par un second mouvementbrownien, auxiliair e
(en bleu), qui di�use �a partir de P vers l'ext�erieur tout en �evitant le premier.

Figure 16: Secteur angulaire d'apex w et d'angle � .

que

� =
�
�

: (118)

Tout sepassecommes'il existait localement sur la fronti �ereun angle � = � =� .106 Le domaine
angulaire �etant tel que 0 � � � 2� , le domaine desexposants � est 1=2 � � < 1 , et un th�eor�eme
dû �a A. Beurling l'assurerigoureusement. Le domaineo�u � est proche de 1=2 correspond �a � proche
de 2� , c'est-�a-dire �a un secteurangulaire compl�etement ouvert, et donc �a la pr�esenced'une aiguille
tr �es �ne sur la fronti �ere. Le domaine o�u � est tr �es grand correspond �a � proche de 0, donc �a un
secteurangulaire tr �es�etroit, et l'on parle alors d'un fjord.

Soit maintenant @B� l'ensemble despoints de type � sur la fronti �ere. Pour mesurer la prob-
abilit �e de trouver cespoints de type � , on intro duit la dimension de Hausdor� de cet ensemble
@B� ,

f (� ) = dim (@B� ) : (119)

Ceci d�e�nit le spectre multifr actal f (� ) de la distribution de potentiel consid�er�ee.Ce spectre est
invariant conforme en deux dimensions,car dans une transform�eeconforme, les exposants locaux

106 La pr�esenced'un exposant de singularit �e locale � ne signi�e pas n�ecessairement que � = � =� soit �egal �a l'angle
g�eom�etrique, car l'environnemen t du point w sur un fractal al�eatoire fait en g�en�eral �ecran au potentiel et r�eduit
l'angle �electrostatique par rapp ort �a l'angle g�eom�etrique.
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Figure 17: Comportement singulier en r � du potentiel au voisinaged'un point w de type � .

� = � =� du potentiel sont eux-mêmesinvariants.107

D'un point de vue historique, le concept de multifr actalit�e a �et�e intro duit par B. Mandelbrot
en 1974,108 �a propos du ph�enom�enede turbulence en hydrodynamique, puis par H. Hentschel, I.
Procaccia,U. Frisch et G. Parisi.109 Il fut ensuite d�evelopp�e �a l'Univ ersit�e de Chicago par T. C.
Halsey et al.110 Il correspond �a l'existence d'un ensemble continu de dimensions fractales f (� ),
fonctions d'un continuum d'exposants � .

4.3.2 Spectre multifractal brownien

L'une despremi�erespropri �et�esest quela dimensionglobalede Hausdor� d'un objet multifractal est
toujours le maximum de sonspectre multifractal. Ainsi, pour la fronti �erede la courbe brownienne,
cela setraduit par

DH = sup
�

f (� ) =
4
3

; (120)

en raison de la conjecture de Mandelbrot mentionn�eeplus haut.
Le spectre complet f (� ) pour la courbe brownienne�et�e calcul�e en 1998�a l'aide de la m�ethode

dite de \gra vit �e quantique". 111 On utilise une repr�esentation du même probl�eme sur une sur-

107 Les d�e�nitions locales de l'exp osant � et de f (� ) donn�ees en (117) et (119) sont seulement heuristiques, et la
mani �ere de prendre les limites n'y a pas �et�e pr�ecis�ee. Pour un point donn�e w sur le bord d'un fractal al�eatoire,
il n'existe en g�en�eral pas d'exp osant local � stable obtenu par \simple limite" vers le point. On proc�ede alors
autrement. On d�e�nit la mesure harmonique ! (w; r ) comme la probabilit �e qu'un mouvement brownien parti d'un
point quelconque du cercle ext�erieur (de l'in�ni, donc) touche la fronti �ere @B pour la premi �ere fois �a l'in t �erieur de la
boule de centre w et de rayon r . Cette mesure harmonique est similaire �a la repr�esentation brownienne du potentiel
u(P ), qui est la mesure harmonique du bord ext�erieur du domaine D vue du point P . Ensuite, on d�e�nit l'ensemble
@B�;� des points du bord @B, w = w�;� , pour lesquels il existe une suite d�ecroissante de rayons r j ; j 2 N tendant
vers 0, telle que r � + �

j � ! (w; r j ) � r � � �
j . Le spectre multifractal f (� ) est alors d�e�ni globalement comme la limite

pour � ! 0 de la dimension de Hausdor� de l'ensemble @B �;� , soit

f (� ) = lim
� ! 0

dim
n

w : 9 f r j ! 0; j 2 Ng : r � + �
j � ! (w; r j ) � r � � �

j

o
:

108 B. B. Mandelbrot, J. Fluid. Mech. 62, 331-358 (1974).
109 H. G. E. Hentschel et I. Pro caccia, Physica D 8, 435-444 (1983) ; U. Frisch et G. Parisi, Proceedings of the

International School of Physics \Enric o Fermi" , course LXXXVI I I, edited by M. Ghil (North-Holland, New York,
1985) p. 84.

110 T. C. Halsey, M. H. Jensen, L. P. Kadano�, I. Pro caccia et B. I. Shraiman, Phys. Rev. A 33, 1141-1151 (1986);
ibid. 34, 1601 (1986).

111 B. Duplan tier, Phys. Rev. Lett. 82, 880-883 (1999), arXiv:cond-mat/9812439.
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Figure 18: Fonction multifr actale f (� ) de la fronti�ere brownienne.

face al�eatoire, o�u la m�etrique uctue, au lieu du plan euclidien habituel. Les lois probabilistes
g�eom�etriques y sont grandement simpli� �eespar les uctuations \quantiques" de la m�etrique et le
comportement singulier du probl�emede Dirichlet brownien directement accessible!

On peut revenir ensuite au spectre multifractal dans le plan R2, grâce �a une relation fon-
damentale entre exposants critiques dans le plan et sur une surface al�eatoire, la formule dite
de \KPZ", d�ecouverte originellement en 1988 par trois physiciens russes,Knizhnik, Polyakov, et
Zamolodchikov.112 Nous n'avons pas la place ici de d�evelopper plus avant cette m�ethode.113

On trouve la formule

f (� ) = � + b�
b� 2

2� � 1
; b =

25
12

: (121)

Cette courbe est trac�ee en �gure 18. Le domaine de d�e�nition en est bien la demi-droite
(1=2; + 1 ). On v�eri�e que le maximum de f sesitue �a la valeur 4=3, en accord avec la conjecture
de Mandelbrot (120) pour la dimension fractale de la fronti �ere. Il correspond �a une valeur � = 3,
soit �a un angle �electrostatique typique de � =3.

En outre, on peut calculerpar la mêmem�ethode le spectremultifractal du potentiel pr�esd'une
marche al�eatoire auto-�evitante, et l'on trouve un spectre identique �a celui de la courbe brownienne,
confrmant pleinement l'identit �e de la fonti �ere brownienne �a une telle marche auto-�evitante.

Mentionnons que les travaux de Lawler, Schramm et Werner contiennent aussi en principe
l'information n�ecessaireau calcul de ce spectre du potentiel brownien. Dans l'approche rigoureuse
par le SLE, cesauteurs identi�en t la fronti �ere �a celle du processusSLE6, conjectur�e être aussiun
SLE8=3 et la limite d'�echelle du polym�ere auto-�evitant.

Cette courbe f (� ), appel�eeaussispectrede la mesureharmonique,r�esouddonc le probl�emede
la distribution de potentiel au voisinaged'un chemin brownien dans un sensprobabiliste, puisque
l'on connâ�t ainsi la dimension fractale de l'ensemble des points o�u le potentiel varie de mani�ere
d�etermin�ee,en r � .

112 V. G. Knizhnik, A. M. Polyakov and A. B. Zamolodchikov, Mod. Phys. Lett. A 3, 819-826 (1988).
113 B. Duplan tier, Conformal Fractal Geometry and Boundary Quantum Gravity , dans Fractal Geometry and

Applic ations, A Jubilee of Beno�̂t Mandelbrot, Pro ceedings of Symposia in Pure Mathematics, AMS, Vol. 72, Part
2, �edit �e par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 365-482 (2004) ; arXiv:math-ph ys/0303034 ; voir aussi V.
Fateev, A. Zamolodchikov, Al. Zamolodchikov, Boundary Liouvil le Field Theory I. Boundary State and Boundary
Two-point Function , arXiv:hep-th/0001012 ; I. K. Kostov, B. Ponsot et D. Serban, Nucl. Phys. B683, 309-362
(2004), arXiv:hep-th/0307189 ; I. K. Kostov, Nucl. Phys. B689 3-36 (2004), arXiv:hep-th/0312301 ; Proceedings of
the Conference \Lie theory and its applications in physics - 5" , Varna, Bulgaria (2003), arXiv:hep-th/0402098, et
les r�ef�erencescit �ees.
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Figure 19: Double spirale logarithmique.

Les autres valeurs de b (b = 25� c
12 � 2, o�u c est la \c harge centrale" de la th�eorie con-

forme associ�ee) dans (121) engendrent les spectres multifractaux du potentiel ou de la mesure
harmonique de l'ensemble des courbes al�eatoires invariantes conformesdans le plan. Ce sont les
SLE qui d�ecrivent les bords d'amas critiques dans les mod�elesstatistiques bi-dimensionnels, tels
les mod�elesd'Ising ou de Potts.114

4.4 Multifractalit �e g�en�eralis�ee

4.4.1 Spirales logarithmiques

Nous avons consid�er�e jusqu'�a pr�esent les seulesvariations du potentiel. On peut aussi �etudier la
forme des lignes �equipotentielles. Comme le potentiel suit les propri �et�esd'invariance conforme de
la courbe brownienne, il nous faut tout d'abord d�eterminer les formesg�eom�etriquesconserv�eespar
cette invariance.

Ce sont les spirales logarithmiques qui jouent un rôle particulier dans la th�eorie du potentiel
en deux dimensions.Une telle spirale centr �ee�a l'origine est d�e�nie par la variation logarithmique
de l'angle polaire ' en fonction de la distance r �a l'origine :

' = � ln r ;

o�u � est un param�etre r�eel positif ou n�egatif.
Lorsque l'on applique une transformation conforme�, celle-ciest �equivalente au voisinagedu

centre �a une dilatation, r ! j� 0(0)j r , compos�eeavecune rotation. La dilatation transforme l'angle
' = � ln r en � ln r + � j� 0(0)j, et il s'agit donc d'une rotation locale de la spirale dont la forme
g�eom�etrique est ainsi conserv�ee.

La fronti �ere brownienne est une �equipotentielle par construction. Il va exister une multitude
de points o�u cette fronti �ere�equipotentielle va s'enrouler localement sur elle-m̂emeen double spirale
logarithmique, commemontr �e en �gure 19.

4.4.2 Spectre mixte multifractal

On arrive alors �a l'id �ee d'Ilia Binder en 1997 dans sa th�ese115 de d�e�nir une multifractalit �e
g�en�eralis�ee.On recherche l'ensemble @B�;� despoints w de la fronti �ere@B, o�u le potentiel varie en

114 B. Duplan tier, Phys. Rev. Lett. 84, 1363-1367 (2000), arXiv:cond-mat/9908314 ; J. Stat. Phys. 110, 691-738
(2003), arXiv:cond-mat/0207743.

115 I. A. Binder, Harmonic Measure and Rotation of Simply Connected Planar Domains , PhD Thesis, Caltech
(1997).
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loi de puissancedonn�eer � , et la fronti �ere spirale avec un taux donn�e � . Cesconditions s'�ecrivent
heuristiquement pour un point z voisin de w :

u (z ! w 2 @B�;� ) � r � ;

' (z ! w 2 @B�;� ) � � ln r ; (122)

dans la limite r = jz � wj ! 0. La dimension de Hausdor� f (�; � ) = dim (@B�;� ) d�e�nit alors le
spectre multifr actal mixte, qui est invariant conforme car sousune transformation conforme �a la
fois � et � sont localement invariants.

Avec Ilia Binder, nous avons calcul�e ce spectre mixte pour un mouvement brownien, par la
m�ethode de gravit �e quantique.116 Il satisfait �a une �equation d'�echelle exacte

f (�; � ) = (1 + � 2)f
�

�
1 + � 2

�
� b� 2 ; (123)

qui donne pour (121)

f (�; � ) = � + b�
b� 2

2� � 1 � � 2 ; b =
25
12

: (124)

Son domaine de d�e�nition est � � 1
2 (1 + � 2), en accord avec un th�eor�emede Beurling. Di� �erents

spectressont repr�esent�esen �gure 20.

Figure 20: Spectre multifr actal universel f (�; � ) du chemin brownien pour di� �erentes valeurs du
taux de spirale � . Le maximum f (3; 0) = 4=3 est la dimension de Hausdor� de la fronti�ere.

Cette fonction ne d�ependant pas du signede � , les rotations spiralesdans les senspositif et
n�egatif sont �equiprobables,comme attendu. On observe que l'on retrouve le spectre harmonique
pr�ec�edent f (� ) commele maximum

f (� ) = f (�; � = 0) = sup� f (�; � ):

Par sym�etrie, la situation la plus probable pour un point du bord est l'absencede rotation spirale,
soit � = 0.

On peut aussi consid�erer uniquement la dimension fractale D H (� ) des points du bord, qui
sont dessommetsde spiraleslogarithmiques de type � . Pour cela,on prend le maximum du spectre
mixte par rapport �a l'autre variable, � :

DH (� ) = sup� f (�; � ) =
4
3

�
3
4

� 2:

116 B. Duplan tier et I. A. Binder, Phys. Rev. Lett. 89, 264101 (2002); arXiv:cond-mat/0208045.
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Figure 21: Dimension fractale D H (� ) des sommets de spirales de type � le long de la fronti�ere
brownienne.

Cette dimension fractale a donc la forme d'une parabole en fonction de � , dont la valeur maximale
est encorela dimension de Hausdor� globale de la fronti �ere D H = 4=3 (�gure 21).

Il nous reste �a faire quelquesremarques.

Les calculs de gravit �e quantique peuvent être g�en�eralis�es�a toute la classedescourbesinvari-
antes conformesdu plan, et donc au processusde Schramm SLE. Les spectressont donn�espar les
mêmesformules (121), (124) pour di� �erentes valeurs du param�etre b.

On pr�edit en particulier par cette m�ethode heuristique que les spectresd'une courbe brown-
ienne, d'un amas de percolation117 et d'une marche auto-�evitante sont identiques. Il s'ensuit que
la fronti �ere brownienne et la fronti �ere d'un amasde percolation co•�ncident avec une marche auto-
�evitante dans la limite d'�echelle, ce qui �etend la conjecture de Mandelbrot.

En�n, ces r�esultats multifractals, originellement trouv �es d'une mani�ere heuristique en
physique th�eorique,peuvent en principe être d�emontr �esrigoureusement dans le cadre probabiliste
g�en�eral du SLE� .118 Fronti �erebrownienneet fronti �erede percolation y sont identi� �ees�a la fronti �ere
du processusSLE6 (grâce aux travaux d�ej�a cit�es de Lawler, Schramm et Werner, et aussi de S.
Smirnov119 et V. Be�ara 120), tandis que d'un point de vue rigoureux la même identi�cation �a la
marche auto-�evitante �a un processusSLE8=3, certainement vraie, reste �a d�emontrer !121

Nous voici rendus au bout de ce chemin commenc�e avec Robert Brown en 1827et sesobser-
vations au microscope, Einstein en 1905 et sa th�eorie des uctuations browniennes.Le nouveau
paradigme des chemins stochastiques pourrait être aujourd'hui le SLE, ou Stochastic Loewner
Evolution, lui-mêmeengendr�e par un mouvement brownien sur le bord d'un domaineplan, et aux
assezextraordinaires propri �et�esd'invariance conforme dans le plan euclidien. Ce processusnous
a alors entra �̂n�esvers les rivagesde la gravit �e quantique bi-dimensionnelle, o�u la stochasticit �e du
SLE semble appeler les changements uctuan ts de la m�etrique. Nous avons ainsi retrouv�e en un

117 B. Duplan tier, Phys. Rev. Lett. 82, 3940-3943 (1999), arXiv:cond-mat/9901008 ; M. Aizenman, B. Duplan tier
et A. Aharon y, Phys. Rev. Lett. 83, 1359-1362 (1999), arXiv:cond-mat/9901018.

118 I. A. Binder et B. Duplan tier, en pr�eparation ; voir aussi D. Beliaev, Harmonic Measure on Random Fractals,
PhD thesis, KTH, Stockholm, Sweden, 2005.

119 S. Smirnov, C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I Math. 333, 239-244 (2001).
120 V. Be�ara, arXiv:math.PR/0211322, �a para�̂tre �a Annals of Probability .
121 G. F. Lawler, O. Schramm et W. Werner, On the Scaling Limit of Planar Self-Avoiding Walk , dans Frac-

tal Geometry and Applic ations, A Jubilee of Beno�̂t Mandelbrot, Pro ceedings of Symposia in Pure and Applied
Mathematics, AMS, Vol. 72, Part 2, �edit �e par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 339-384 (2004),
arXiv:math.PR/0204277.
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certain sensles travaux d'Einstein, dont la th�eoriede la relativit �e g�en�eralede 1916expliqua que la
gravitation �equivaut �a un changement de m�etrique. Voici la m�ecaniquestatistique qui �a son tour
s'engou�re dans la br�eche, souhaitons-lui de fructueux d�eveloppements !
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