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Résumé. Ce texte évoque six « théoremes d’uniformisation » découverts par
Henri Poincaré : le premier alors que Poincaré n’avait que 26 ans et venait
d’obtenir un poste de chargé de cours a Caen, le dernier un bon quart de siecle
plus tard, alors qu’il était un scientifique couvert d’honneurs.

Ce texte est, pour une tres large part, extrait du livre qu’Henri-Paul de Saint-
Gervais a écrit sur 'uniformisation des surfaces de Riemann [St-Gervais2010].

1 Introduction

Si vous ouvrez un cours sur les surfaces de Riemann, vous trouverez certaine-
ment "énoncé suivant du théoréme d’uniformisation :

Toute surface de Riemann simplement connexe est biholomorphe a la
sphere de Riemann, au plan compleze, ou au disque unité.

Pour comprendre I'histoire de la maturation du théoreme d’uniformisation, des tra-
vaux de Niels Abel et Carl Gustav Jacobi sur les courbes elliptiques autour de 1830
aux preuves de Paul Koebe et Henri Poincaré en 1907, il convient d’oublier pour un
temps cet énoncé moderne.

L’énoncé ci-dessus sous-entend que, pour comprendre toutes les surfaces de
Riemann, il suffit de décrire celles qui sont simplement connexes. De fait, étant
donnée une surface de Riemann S quelconque, on peut appliquer 1’énoncé ci-dessus
au revétement universel de S (qui, par définition, est simplement connexe), et en
déduire que S est biholomorphe a la sphere de Riemann, ou au quotient du plan
complexe par un réseau de translations, ou au quotient du disque unité par un groupe
discret d’isométries hyperboliques — un groupe fuchsien —. Mais, lorsque s’est posée
la question de I'uniformisation au XIXeme siecle, la notion de revétement universel
n’avait pas encore émergé, et la géométrie hyperbolique n’existait pas, ou n’était
qu’une construction abstraite dont on doutait fort qu’elle puisse un jour étre utile
a quelque chose. L’invention du revétement universel et celle des groupes fuchsiens
sont deux parmi les révolutions qui ont permis de réver a un énoncé aussi général
que le théoreme d’uniformisation que nous connaissons aujourd’hui.

L’énoncé ci-dessus présente le théoreme d’uniformisation sous la forme d’un
résultat de classification des surfaces de Riemann a un biholomorphisme pres. Mais,
au XIXeme siecle, 'uniformisation n’était pas un probleme de classification ; ¢’était
un probleme de paramétrisation. Une courbe (réelle ou complexe) peut étre définie
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de deux manieres différentes : de maniere implicite par une équation F(z,y) = 0,
ou de maniere explicite par une paramétrisation ¢t — (z(t),y(t)). Uniformiser les
surfaces de Riemann, c’est passer d’une équation a une paramétrisation. Ainsi,
I’énoncé moderne du théoreme d’uniformisation nous dit que toute surface de Rie-
mann peut étre paramétrée par la sphere, le plan complexe, ou le disque unité. De
plus, le paramétrage est « tres sympathique » : ¢’est un biholomorphisme local et
un revétement (mais bien sur, il n’est pas injectif si la surface de Riemann considérée
n’est pas simplement connexe).

Enfin, I'énoncé ci-dessus porte sur des objets géométriques : les surfaces de
Riemann. Au XIXeme siecle, et en particulier lorsqu’il s’agissait d’uniformisation,
les surfaces de Riemann était souvent pensées comme des outils, et non comme des
objets géométriques abstraits intéressants en eux-mémes. Les termes employés par
David Hilbert dans son adresse au Congres International des Mathématiciens de
1900 sont a cet égard révélateurs. Hilbert parle d’une relation entre deux variables,
et non pas de la surface de Riemann qui est définie par cette relation :

« Comme Henri Poincaré fut le premier a le démontrer, il est toujours
possible d’uniformiser une relation algébrique quelconque entre deuzr va-
riables par le biais de fonctions automorphes d’une variable. C’est-a-dire,
étant donnée une équation algébrique en deux variables, on peut toujours
exprimer ces dernieres comme des fonctions automorphes d’une troisieme
variable, de sorte que, apres substitution, la relation algébrique soit iden-
tiquement satisfaite. Poincaré s’est également employé avec succés a la
généralisation de ce théoréme fondamental pour des relations qui ne sont
plus algébriques mais analytiques quelconques [...J »!

Lorsque Bernhard Riemann introduit les surfaces qui portent son nom, il ne cherche
d’ailleurs pas & étudier des objets géométriques abstraits? ; les surfaces de Riemann
qu’il considere sont celles définies par une équation algébrique, ou plus généralement,
les surfaces associées a des fonctions multiformes. L’origine du probléeme de 1’« uni-
formisation »n’est pas I’étude des surfaces de Riemann, mais I'existence de « fonc-
tions multiformes »3. Amenés & calculer les primitives de fonctions rationnelles dans
le domaine complexe, les mathématiciens de la premiere moitié du XIXeme siecle
(en particulier, Abel et Jacobi) avaient déja été confrontés a des fonctions multi-
formes : la valeur de la primitive f(z) = f;o %” n’est pas unique; elle dépend du
chemin d’intégration. Bien vite, I’existence de phénomenes de multiformité pour les
fonctions analytiques est apparu au grand jour. On sait qu’une fonction analytique
est entierement caractérisée par sa restriction a n’importe quel ouvert non-vide.
Mais lorsque l'on cherche a étendre une fonction analytique initialement définie
sur un petit ouvert U, l'objet que l'on construit n’est pas une fonction au sens
moderne du terme, mais une « fonction multiforme ». Se débarasser (par des chan-
gements de variables) de ces phénomenes de multiformité est vite apparu comme un

111 nous faut cependant remarquer que, dans ses notes, Poincaré emploie en général un langage un peu plus
géométrique; il énonce par exemple plusieurs fois le théoreme d’uniformisation des surfaces de Riemann algébriques
sous la forme suivante : « Que les coordonnées des points d’une courbe algébrique quelconque s’expriment par des
fonctions fuchsiennes d’une variable auzilaire ».

2Méme s’il n’hésite pas, quand cela lui est utile, & les traiter comme des surfaces topologioques abstraites, les
découpant, et les recollant le long de courbes fermées.

3L’association de ces deux mots sonnent de nos jours comme un oxymore : une « fonction », au sens moderne
de ce terme, ne peut étre « multiforme »puisqu’a chaque point, elle associe une seule valeur. Cette association est
cependant riche de sens, et 'oxymore qu’elle induit a au moins le mérite de souligner le probléme posé par ’existence
de tels objets.
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probleme crucial : c¢’est stricto sensu le but de [‘uniformisation. Uniformiser, c¢’est
(ou c’était) transformer les « fonctions multiformes » en fonctions uniformes. Voici
I’énoncé d’uniformisation que Poincaré démontre en 1883, et qu’évoquait Hilbert
dans la citation précédente :

« Soit y une fonction analytique quelconque d’une variable x, non uni-
forme. On peut toujours trouver une wvariable z telle que = et y soient
fonctions uniformes de z. »

Bien str, cet énoncé peut se traduire en termes purement géométrique en introdui-
sant la surface de Riemann associée au germe de la fonction analytique y. Exprimer
que x et y soient fonctions uniformes d’une variable auxiliaire z, c’est trouver un
paramétrage (uniforme) de la surface de Riemann associé au germe de y par une
variable auxiliaire z. C’est d’ailleurs par ce biais que Poincaré démontre le résultat
annoncé. Il n’en reste pas moins que le but de I'article de Poincaré est d’établir un
résultat sur les fonctions — cet article ne s’intitule-t-il pas « Sur un théoreme de la
Théorie générale des fonctions » 7 —, et que les surfaces de Riemann n’y ont qu’un
role ancillaire.

Le chemin qui amena Poincaré a l'uniformisation des surfaces de Riemann
algébriques en 1881-82 est également significatif. Ce qui intéresse Poincaré au début
de sa carriere, ce sont les équations différentielles. En 1881, un article de Laza-
rus Fuchs attire plus particulierement son attention sur les équations différentielles
linéaires du second ordre a coefficients méromorphes. Les solutions des ces équations
sont naturellement multiformes (quand on fait le tour d'un pole d’un des coeffi-
cients, la solution change de valeur). La grande découverte de Poincaré, celle qui le
transporte de joie, c’est que I'on peut néanmoins exprimer ces solutions a ’aide de
fonctions uniformes d’'une variable auxilaire. Cette découverte lui permet aussi de
montrer que toute surface de Riemann algébrique (de genre au moins égal a deux)
est uniformisée par le disque... mais ce résultat époustouflant n’était pas son but
initial I

Poincaré est le personnage central de I’histoire du théoreme d’uniformisation.
En 1880, il réalise que la géométrie hyperbolique permet de construire des fonctions
méromorphes avec des réseaux de périodes incroyablement riches, et comprend que
ces fonctions peuvent jouer, pour les courbes algébriques de degré quelconque, le
role que jouaient les fonctions elliptiques pour les cubiques non singulieres. C’est
cet éclair de génie qui rend possible un théoreme d’uniformisation pour toutes les
courbes algébriques. Avant les travaux de Poincaré, personne n’aurait osé croire a
un résultat aussi général. L’honneur d’énoncer pour la premiere fois le théoreme
d’uniformisation pour les surfaces de Riemann algébriques reviendra certes a Félix
Klein. Mais c’est certainement Poincaré qui le premier aura cru a un tel résultat, et
c’est lui qui I’a rendu possible.

Fin 1882, Klein et Poincaré estiment tous les deux avoir — indépendamment
I'un de l'autre, et en utilisant des arguments sensiblement différents — réussi a
donner une forme convaincante a leurs démontrations du théoreme d’uniformisation
des surfaces de Riemann algébriques. Epuisé physiquement et nerveusement, Klein
tombe malade, avant de sombrer dans la dépression les deux années suivantes. Ce

4Et, méme apres coup, on sent bien que ce n’est pas ce qui lui importe le plus. Dans ces notes aux Comptes Rendus,
ses mémoires, ou ses rapports d’activités, il annonce toujours en premier les résultats qu’il a obtenu concernant les
équations différentielles. Et, & son ami Lecornu, il ne parle pas de surfaces de Riemann algébriques, mais déclare
avec enthousiasme « Je sais résoudre toutes les équations différentielles! ».
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sera — de son propre aveu — la fin de sa période productive; il a une carriere
mathématique exceptionnelle derriére lui... mais n’a que 33 ans! Poincaré, lui, gal-
vanisé par le formidable exploit qu’il vient de réaliser, tente I'impossible : il part a la
conquete des surfaces de Riemann non-algébriques ; il essaie d’uniformiser toutes les
surfaces de Riemann. Et des I’année suivante, il parvient a obtenir une forme affai-
blie, mais completement générale, du théoreme d’uniformisation que nous connais-
sons maintenant. Son résultat revient — selon les mots de Hilbert — a uniformiser
une relation analytique quelconque entre deux variables complexes.

Un quart de siecle plus tard, ce sera encore Poincaré qui, la méme année que Paul
Koebe, démontrera le « grand »théoreme d’uniformisation, celui que nous connais-
sons maintenant sous ce nom. La preuve n’est certes pas aussi rigoureuse que celle
de Koebe... mais les idées qui la guident sont lumineuses.

L’ambition de ce texte-ci est tres modeste. Il ne s’agit en aucun cas de présenter
I’histoire du théoreme d’uniformisation. Il ne s’agit pas non plus de 'analyser —ni
méme de décrire — le role qu’a joué Poincaré dans la conquéte de ce résultat fonda-
mental. Tout au plus s’agit-il de commémorer le centenaire de la mort de Poincaré
en évoquant quelques rendez-vous entre le grand homme et le théoreme d’unifor-
misation. Plus précisément, j’évoquerai six théoremes d’uniformisations démontrés
par Poincaré au cours de sa carriere : d’abord I'uniformisation de la sphére privée
d’un nombre fini de points réels, puis 'uniformisation des surfaces de Riemann
algébriques modulo un nombre fini de points, puis la « vraie » uniformisation des
surfaces de Riemann algébriques (via la méthode de continuité), puis I'uniformisa-
tion des fonctions analytiques, a nouveau l'uniformisation des surfaces algébriques
mais cette fois-ci via la résolution de I'équation de Liouville, et enfin le « grand »
théoreme d’uniformisation que nous connaissons aujourd’hui. J’espere qu’au travers
de ces six énoncés, et de quelques idées de preuve que j’en donnerai, on entreverra
— une fois de plus — I’époustouflante puissance créative de Poincaré, et 'incroyable
diversité des facettes de son génie.

Les pages qui suivent sont presque intégralement extraites d’un livre, composé
a trente mains (dont les deux miennes) a l'occasion du centenaire du théoreme
d’uniformisation de Poincaré-Koebe, signé de I'aristocratique pseudonyme d’Henri-
Paul de Saint-Gervais ([St-Gervais2010]). J'y ai pioché sans vergogne le matériel
dont j’avais besoin ici. Je remercie mes quatorze co-auteurs de m’autoriser ce plagiat
éhonté. J'espere qu’il incitera quelques lecteurs a ouvrir notre livre.

2 L’uniformisation a un nombre fini de points pres

2.1 L’apparition de la géométrie hyperbolique

Poincaré a raconté, a la fin de sa vie, comment il a découvert les fonctions
fuchsiennes ([Poincaré1908]).

Nous sommes en 1880. Un article de Fuchs ([Fuchs1866]) a attiré I'attention
de Poincaré sur les équations différentielles linéaires d’ordre deux a coefficients
méromorphes. Les solutions d’une telle équation sont des fonctions multiformes
(quand on revient au méme point apres avoir fait le tour d’'un pdle d'un des co-
efficients, la valeur de la solution a changé). Pour comprendre le comportement
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d’une base (v1,vy) de solutions, il suffit d’étudier le quotient w = vy /vy (qui est
bien sur lui aussi une fonction multiforme). Guidé par I’analogie avec les fonctions
elliptiques, on essaie alors de considérer « I'inverse » de w : si w avait le bon gotut
d’étre injective, son inverse w™! serait alors une « vraie » fonction (i.e. une fonction
uniforme), et la multiformité de w se traduirait par une périodicité de w'. Hélas,
hormis dans certaines situations triviales, w semble devoir étre « sauvagement mul-
tiforme », si bien que son inverse w=! (si tant est qu’il existe) devrait admettre un
« réseau de périodes » invraisemblablement complexe.

Poincaré est d’abord persuadé que des fonctions méromorphes avec des réseaux
de périodes aussi riches ne peuvent pas exister. Mais quelques jours plus tard, au
cours d'une nuit d’insomnie, il réussit a construire les premiers exemples de telles
fonctions, qu’il appellera désormais fonctions fuchsiennes.

Une course géologique organisée par I’Ecole des Mines I’éloigne alors de Caen
et de ses travaux mathématiques. C’est pourtant au cours de ce voyage, au moment
précis ot il met le pied sur le marchepied d'un omnibus, que « l’idée [lui] vint, sans
que rien dans [ses| pensées antérieures parut [’y avoir préparé, que les transforma-
tions dont [il a fait usage pour définir les fonctions fuchsiennes étaient identiques a
celles de la géométrie non-euclidienne. ». En d’autres termes, Poincaré réalise sou-
dain que les fonctions fuchsiennes qu’il a construites sont des fonctions méromorphes
sur le disque unité qui sont invariantes par un groupe discret d’isométries de la
métrique hyperbolique du disque.

Cette « illumination », qui révele a Poincaré l'existence d'un lien entre 1'uni-
formisation de certaines fonctions multiformes (et, par suite, certaines surfaces de
Riemann) et la géométrie hyperbolique, ouvre le chemin vers le théoréeme d’unifor-
misation. Bien sur, il ne s’agit a ce stade que de I'uniformisation de fonctions tres
particulieres (les quotients de solutions d’équations différentielles tres spéciales).
Mais Poincaré dispose maintenant d’un outil géométrique pour construire « de nou-
velles transcendantes » avec des propriétés étonnantes, et qui seront les candidates
naturelles a étre des uniformisantes.

Des lors, Poincaré a un programme de travail en trois points :

1. construire des groupes discrets d’isométries du disque hyperbolique (que Poin-
caré appellera groupes fuchsiens); si possible comprendre I’espace de tous ces
groupes;

2. pour chaque groupe fuchsien I', construire des fonctions fuchsiennes associées
a I', 7.e. des fonctions méromorphes sur le disque unité invariantes par tous
les éléments de I'; si possible, comprendre 1’espace de ces fonctions fuchsiennes
associées a [';

3. enfin, montrer que les fonctions fuchsiennes ainsi construites permettent de
résoudre beaucoup d’équations différentielles (toutes les équations différentielles
linéaires 7), et donc d’uniformiser beaucoup de surfaces de Riemann.’

2.2 Constructions de fonctions fuchsiennes

Rappelons que la sphere de Riemann est la surface de Riemann (homéomorphe
a la sphere) obtenue en « adjoignant un point a l'infini » au plan complexe ; nous

5Bien que ce fiit la motivation principale de Poincaré, nous délaisserons ici aspect « résolution d’équations
différentielles » pour nous concentrer sur les résultats d’uniformisation.
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la noterons C. Rappelons que les biholomorphismes de la sphere de Riemann C
sont les homographies a coefficients complexes, c’est-a-dire les transformations du
type z — (az + b)/(cz + d) avec a,b,c,d € C et ad — bec # 0. Le groupe de ces
biholomorphismes est isomorphe a PSL(2, C). Il se trouve que les biholomorphismes
de C qui laissent invariant le disque unité D sont exactement les isométries du
disque D muni de sa métrique hyperbolique (dit disque de Poincaré). Le groupe de
ces isométries est isomorphe a PSL(2, R).

Définition 1. Un groupe fuchsien est un sous-groupe discret du groupe des isométries
du disque D muni de sa métrique hyperbolique.

Oublions pour I'instant la construction de groupes fuchsiens, et expliquons com-
ment Poincaré construit des fonctions fuchsiennes associées a un groupe donné. Soit
[ un groupe fuchsien.

Définition 2. Une fonction fuchsienne associée a I' est une fonction méromorphe
g : D — C qui est I-invariante : g o ¢(z) = g(z) pour tout ¢ € T

Bien entendu, étant donnée une fonction méromorphe g sur le disque D, on peut
essayer naivement de construire une fonction I'-invariante en considérant la série

> goe(z).

pel’

On voit bien, hélas, que cette série n’est pas convergente (sauf dans des cas triviaux).
Pour contourner ce probleme, Poincaré se laisse guider par ’analogie des fonctions
elliptiques. Il commence par chercher des fonctions qui ne sont pas réellement I'-
invariantes, mais plutot « I'-quasi-invariantes ».

Définition 3. Une forme automorphe (méromorphe) de poids v associée au groupe
fuchsien I' est une fonction méromorphe g sur le disque D telle que

goe(2) - (¢¥'(2)" = g(2)

pour tout ¢ € I’

Il montre (voir [Poincaré188la, Poincarél882b] ou [St-Gervais2010, chapitre
VI)) :

Théoréme 4 (Poincaré, 1881). Soit g une fonction méromorphe sur la sphére de
Riemann C n’ayant pas de pole sur le bord du disque unité D. Alors, pour tout
v > 2, la série

0(z) = fowlz)-(¢(2))" (1)

pel’

converge uniformément sur tout compact de . La somme de cette série est une
forme automorphe méromorphe de poids v associée au groupe I'.

Il ne reste alors plus qu’a remarquer que le quotient de deux formes automorphes
méromorphes de méme poids est une fonction méromorphe I'-invariante, c’est-a-
dire une fonction fuchsienne associée au groupe I'. Pour peu que l'on ait choisi
des formes automorphes qui n’ont pas les mémes poles, la fonction fuchsienne ainsi
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construite n’est pas constante. Ainsi, pour tout groupe fuchsien I', on peut construire
des fonctions fuchsiennes (non-constantes) associées a I'.

Poincaré va plus loin ([Poincaré1882b, §4]) : il identifie I’espace des fonctions
fuchsiennes associées au groupe fuchsien I'. Dans la suite, I est supposé finiment
engendré, et tel que 'aire hyperbolique du quotient I"\ D soit finie (ce qui équivaut a
dire que l'orbite I'.z d’un point x € DD sous 'action de I' adhere a tout point du cercle
unité). Poincaré remarque que deux fonctions fuchsiennes quelconques associées au
groupe fuchsien I' sont liées par une relation algébrique. En effet, soient z — z(z)
et z — y(z) deux fonctions fuchsiennes associées a I'. L’inverse de x est bien sur
multiforme. Les hypotheses sur I' 'empéche cependant d’étre « trop multiforme »
elle n’a qu’un nombre fini de déterminations locales. Si 'on note z;(z), ..., zq(x) ces
déterminations locales, alors toute fonction symétrique de y(z1(x)),...,y(z;(x)) est
une « vraie » fonction méromorphe sur la sphere de Riemann, donc une fonction
rationnelle en x. L’équation

Yyt — o)y o (1) oy(z) = 0,
ou o0y,...,04 sont les fonctions symétriques élémentaires des quantités
y(z1(2)), ..., y(zi(x)), est donc une relation algébrique entre z et y. Via le théoreme

de 'élément primitif, Poincaré en déduit ([Poincaré1884]) :

« Toutes ces fonctions [les fonctions fuchsiennes associées a I'] s’ezprime-
ront rationnellement a partir de deux d’entre elles que j7’appellerai x et y.
Nous aurons d’ailleurs entre x et y une relation algébrique p(x,y) = 0. »

Puis Poincaré en déduit que le quotient T' \ D s’identifie® & la courbe algébrique
d’équation ¢(z,y) = 0, via 'application z — (x(z),y(2)).

2.3 L’uniformisation de la sphére privée d’un nombre fini de points réels

Dans une note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences datée du 18 mai
1881 ([Poincaré1881c]), Poincaré annonce qu'’il sait montrer le théoréme suivant” :

Premier théoréme d’uniformisation (Uniformisation de la sphere privée de points
réels. Poincaré, 1881). Pour n > 3, si py,...,p, des points situés sur l'aze réel, la
sphére de Riemann privée de pq,...,p, est uniformisée par le disque unité.®

Poincaré esquisse la preuve de ce résultat dans une note qu’il envoie a I'académie
quelques semaines plus tard ([Poincaré1881d)). Il la détaillera dans [Poincaré1884].
Je vais en faire ici la preuve pour n = 3; le cas général découle des mémes arguments
(et d’une récurrence sur n).

Nous devons montrer que la sphere de Riemann C privée de quatre points réels
quelconques est uniformisée par le disque. En composant par un automorphisme de

6Poincaré semble 14 peu & P’aise et ne s’étend guere. De fait, le quotient I'\ID est biholormophe 4 la surface de Rie-
mann sous-jacente & la courbe algébrique d’équation ¢(x,y) = 0, c’est-a-dire & la courbe obtenue en désingularisant
et compactifiant {(z,y) € C2 | ¢(x,y) = 0}. Poincaré traite par contre avec beaucoup de soin le cas particulier ou
T'\ D est de genre nul dans la partie suivante de son mémoire [Poincaré1882b, §5].

7 Jeffectue ici un travail de traduction important; Poincaré exprime, comme & son habitude, son résultat en
termes d’équations différentielles linéaires, et de fonction zétafuchsiennes :

« En introduisant les fonctions zétafuchsiennes qui correspondent & ces fonctions f(z), on intégre
toutes les équations linéaires a coefficients rationnels dont tous les points singuliers sont réels ».

8 Autrement dit, C \ {p1,-..,pn} est biholomorphe au quotient du disque unité par un groupe fuchsien.



218 F. Béguin Séminaire Poincaré

la sphere ((Af, on peut envoyer trois des quatres points sur 0, 1,00, et le quatrieme
dans Uintervalle réel ]0,1[. On est donc ramené a montrer que, pour tout z dans
I'intervalle réel |0, 1], il existe un groupe fuchsien I' tel que le quotient du I' \ D est
biholomorphe & C \ {0, z, 1, 00}.

Pour montrer cela, il nous faut construire des groupes fuchsiens. Rappelons que
les géodésiques de la métrique hyperbolique du disque unité sont les arcs de cercles
orthogonaux au bord de ce disque. Considérons alors six points distincts sy, ..., Sg
sur le bord du disque (numérotés de sorte que 'on les rencontre dans cet ordre
lorsque I'on parcourt le bord du disque dans le sens direct). Notons H 1’hexagone
hyperbolique de sommets si, 9, S3, S4, S5, S¢ (C’est un hexagone « écorné » : les
sommets sont sur le bord du disque; ils ne font donc pas partie de I’hexagone). Il
existe une unique isométrie ¢, qui envoie la géodésique |sy, s3[ sur la géodésique
|s2, s1[, une unique isométrie ¢, qui envoie la géodésique |sy, s5[ sur la géodésique
|54, s3[, et une unique isométrie ¢ qui envoie la géodésique |sg, s1[ sur la géodésique
|s6, s5[ (figure 1). Soit I' le groupe d’isométries engendré par ¢o, ¢4, . Il n’est pas
bien difficile de voir que I' est un groupe fuchsien, et que le quotient du disque par
I' n’est autre que la surface de Riemann, obtenue en considérant 'hexagone H et en
identifiant ses cotés deux-a-deux (]sq, s3] avec |sa, s1[, |54, s5[ avec |sy, s3], et ]se, s1]
avec |sg, s5]). Cette surface de Riemann est donc topologiquement une sphére privée
de quatre points (voir figure 1). Schwarz avait démontré des 1870 qu’il n’existe (a
biholomorphisme prés) qu'une seule surface de Riemann homéomorphe a la sphere :

la sphere de Riemann C. Par ailleurs, il existe toujours un automorphisme de C qui
envoie trois points donnés sur 0,1,00. On conclut donc que le quotient I' \ D est

biholomorphe & C \ {0, 1, 00, z} pour un certain point z.

F1G. 1 — Uniformisation de la sphere privée de 4 points.

Considérons maintenant le cas particulier ou ’hexagone H est symétrique par
rapport a |ss, s5[. Quitte & transporter la situation par une isométrie du disque,

on peut supposer que s, = 1, s4 = i et 55 = —1. On a alors s3 = € pour un
certain 6 €]0,7/2[. Et comme H est supposé symétrique par rapport a |sq, s5[ (qui
est maintenant l'axe réel puisque s, = 1 et s5 = —1), on a s¢ = 55 = —i et

s1 =353 = e . L’hexagone H, le groupe I' et le point z ne dépendent donc plus que
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du parametre 6 €]0,7/2[; on les notera dorénavant Hy, T'y, z5. L’hexagone Hy est

invariant par la conjugaison complexe; la surface I'y \ D ~ C\ {0, 1, 00, 29} admet
donc une involution anti-holomorphe; le point zy doit donc étre sur I'axe réel. On
peut supposer que zy est dans 'intervalle réel |0, 1[. Il reste donc a montrer que,
lorsque @ varie entre 0 et 7/2, le point zy parcourt 'intervalle réel |0, 1[ en entier.
Tout d’abord, on vérifie que zy dépend continiment de 0. C’est intuitivement
clair. Une maniére de le montrer (celle qu’utilise Poincaré) consiste a dire que les
isométries ¢o, P4, Pg que nous avons utilisées pour engendrer le groupe I'y dépendent
évidemment continiment de 6. Par suite, si 'on fixe une fonction méromorphe f,
la forme automorphe donnée par la formule (1) dépendra continiment de 6. Le
quotient de deux telles formes automorphes (associées a des fonctions fi, f2) sera
une fonction fuchsienne qui dépendra continiment de . Puisque le quotient I'y\ D ~

C \ {0, 1,00, z¢} s’identifie & la courbe algébrique définie par la relation entre deux
fonctions fuchsiennes, il suit que le point zy dépendra contintiment de 6.

Puis on vérifie que le point zy tend vers le point 0 (resp. 1) lorsque 6 tend vers
0 (resp. m/2). La preuve est essentiellement la méme que celle du point précédent.
Lorsque 6 tend vers 0, I’hexagone Hy est de plus en plus proche du quadrilatere de
sommets 1,7, —1, —i. Il suit que, si I'on fixe une fonction f, la forme automorphe
donnée par la formule (1) converge uniformément sur tout compact de D vers la forme
automorphe donnée par la formule similaire pour le groupe I'y engendré par deux
isométries qui identifient par paire les cotés du quadrilatere de sommets 1,4, —1, —1.
Par suite, la fonction fuchsienne obtenue en prenant le quotient de deux telles formes
automorphes tend vers la fonction fuchsienne construite de la méme maniere, mais
associée au groupe I'g. On en déduit enfin que zy tend vers 0 lorsque 6 tend vers 0,
et ceci termine la preuve (au moins dans le cas n = 4).

La preuve ci-dessus, dans laquelle Poincaré déforme contintiment les groupes
fuchsiens afin d’atteindre toutes les surfaces que 1’'on veut uniformiser, préfigure ce
que Klein et Poincaré nommeront bientot la méthode de continuité.

2.4 L’uniformisation des surfaces modulo un nombre fini de points

Dans sa note aux Comptes Rendus du 8 aout 1881 ([Poincaré1881e]), Poincaré
écrit sans trembler :

« On en conclut

1. que toute équation différentielle linéaire a coefficients algébriques
s’intégre par les fonctions zétafuchsiennes;

2. que les coordonnées des points d’une courbe algébrique quelconque s’ex-
priment par des fonctions fuchsiennes d’une variable auxiliaire. »

Autrement dit, il annonce qu’il sait uniformiser toutes les courbes algébriques !

En fait, il exagere. Voici ce que démontre vraiment Poincaré dans sa note :

Deuxiéme théoréme d’uniformisation (Uniformisation a un nombre fini de points
pres. Poincaré, 1881). Pour toute surface de Riemann algébrique S, on peut trouver
des points py,...,pn € S, tels que S\ {p1,...,pn} est uniformisée par le disque.’

9 Autrement dit, tels que S \ {p1,-..,pn} est biholomorphe au quotient du disque par un groupe fuchsien.



220 F. Béguin Séminaire Poincaré

Poincaré ne sait donc uniformiser les courbes algébriques qu’a un nombre fini
de points pres. Ce n'est pas si mal. C’est méme un résultat tres impressionnant de
par sa généralité : Poincaré sait traiter toutes les courbes algébriques. Ce résultat
n’est pourtant qu’un corollaire tres simple de son « premier théoreme d’uniformi-
sation » (voir le paragraphe précédent). Poincaré en donne d’ailleurs une preuve
complete et soigneusement détaillée!® dans sa note qui ne comporte que trois pages
manuscrites. R

Considérons donc une surface de Riemann algébrique S. Soit f : S — C une
fonction méromorphe, donc rationnelle, sur S (on peut par exemple considérer une
équation p(z,y) = 0 de S; la coordonnée x définit alors une fonction rationnelle sur

S). Soit E C C I'ensemble des valeurs critiques de f. Si E est formé de points réels,
le théoreme est démontré. Il suffit en effet de relever (via f) 'uniformisation de la

sphere C-E (obtenue par le théoreme 2.3), pour obtenir une uniformisation de S
privée de I'ensemble fini f~(F). Si, comme il faut s’y attendre, E n’est pas formé
de points réels, Poincaré compose f avec un polyndéme bien choisi P : autrement
dit, il remplace f par P o f. L’ensemble des valeurs critiques de P o f est I'union
de P(FE) et des valeurs critiques de P. Pour obtenir le théoréme, il suffit donc que
Poincaré démontre alors le joli lemme suivant :

Lemme 5. Si E est une partie finie de @, il existe un polynome P tel que P(FE) est
contenu dans la droite réelle et dont les valeurs critiques sont réelles.

La preuve de ce lemme est un petit exercice que je laisse au lecteur..., & moins
que celui-ci ne préfere la lire dans [Poincaré1881e].

3 La méthode de continuité et I'uniformisation des courbes algébriques

Le 11 juin 1881, Klein prend connaissance des premieres notes de Poincaré
sur les fonctions fuchsiennes ([Poincaré1881a, Poincaré1881b, Poincaré1881c|). Il est
quelque peu choqué par lignorance que Poincaré a manifestement de la littérature
en général, et de ses propres travaux en particulier. A nen pas douter, il est aussi
tres impressionné par les résultats que Poincaré a déja obtenus. Des le lendemain, il
écrit a Poincaré pour le « sermonner ». Le but de sa lettre est aussi — n’en doutons
pas — de prendre contact avec un jeune mathématicien qui vient de faire une entrée
fracassante dans un sujet qui l'intéresse au plus haut point. C’est la premiere des
vingt-six lettres que Poincaré et Klein s’échangeront en un peu plus d’'un an, et dans
lesquelles ils parleront groupes fuchsiens, fonctions fuchsiennes et uniformisations.

Poincaré a appris a construire beaucoup de groupes fuchsiens. Le sujet princi-
pal'! des premieres lettres qu’échangent Klein et Poincaré est le décompte du nombre
de parametres dont dépend un groupe fuchsien I' tel que le quotient I"\ D soit une
surface de genre g. Il résulte de 1’échange de lettres qu’'un tel groupe fuchsien dépend
(& conjugaison pres) de 6g — 6 parametres réels. Par ailleurs, Riemann avait montré
qu'une courbe algébrique de genre g dépend (a équivalence birationnelle pres) de

10une fois n’est pas coutume...

1 Outre une querelle portant sur ’hommage que Poincaré a fait & Fuchs en inventant les termes groupes fuchsiens
et fonctions fuchsiennes. Klein estime que Fuchs ne mérite en rien cet honneur, et n’hésite pas a faire lourdement
pression pour que Poincaré oublie cette terminologie, et parle désormais de fonctions schwarziennes... ou kleinéennes.
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39— 3 parametres pres). Autrement dit, la dimension de I'espace des surfaces de Rie-
mann de genre g uniformisées par le disque'? coincide avec la dimension de I'espace
des courbes algébriques de genre g. Klein et Poincaré sont alors tous deux persuadés
que toutes les surfaces de Riemann algébriques de caractéristique d’Euler négative
sont uniformisables par le disque. L'un comme ’autre annonceront le résultat des
1882, repoussant les preuves a plus tard :

Troisieme théoréme d’uniformisation (Uniformisation des surfaces de Riemann
algébriques. Klein, Poincaré, 1882). Toute surface de Riemann algébrique de ca-
ractéristique d’Euler négative est uniformisée par le disque unité. '

Les arguments qu’envisagent Poincaré et Klein pour montrer ce résultat sont
de nature assez différentes (Poincaré continue par exemple a penser en termes
d’équations différentielles, ce qui n’est pas le cas de Klein). Les preuves qu’ils s’af-
fairent a mettre au point utilisent cependant la méme stratégie globale, que Klein
et Poincaré appellent méthode de continuité. Cette méthode consiste a montrer que,
dans l'espace des (modules de) surfaces de Riemann d’un type topologique fixé,
le sous-ensemble constitué des (classes de) surfaces de Riemann uniformisables est
d’une part ouvert, et d’autre part fermé. Ceci suffirait en effet a montrer le théoreme
ci-dessus puisque, d'une part Poincaré et Klein semblent considérer évident que I’es-
pace des modules considéré est connexe, et d’autre part ’ensemble des surfaces
uniformisables est clairement non-vide.

Il faut bien avouer que les « preuves » que Klein et Poincaré finiront par donner
du théoreme ci-dessus ne sont guere convaincantes (a tout le moins, elles n’ont guere
convaincu H.-P. de Saint-Gervais malgré la bonne volonté de ce dernier). Vers la fin
de sa vie, Klein écrira d’ailleurs que ni lui, ni Poincaré n’avaient obtenu de preuve
complete ([Klein1921a, vol.3, pages 577-586]). Tout au plus doit-on — de I’avis d’H.-
P. de Saint-Gervais — créditer Poincaré d’une « quasi-preuve » de 'ouverture de
I’ensemble des surfaces uniformisables.

3.1 L’ensemble de surfaces uniformisables est ouvert

Etant donnée une surface de Riemann S et une coordonnée holomorphe locale x
définie sur un ouvert U de .S, Poincaré considere des